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Základné typy výberov

Výbery sa delia na:

výbery bez opakovania
permutácie

variácie

kombinácie

výbery s opakovaním
permutácie s opakovaním

variácie s opakovaním

kombinácie s opakovaním
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Permutácie

De�nícia

Permutácia kone£nej mnoºiny X je prosté zobrazenie X do X.

V kombinatorike sa zvy£ajne uvaºujú len permutácie n-prvkovej
mnoºiny {1, . . . , n}. Permutácie moºno reprezentova´ viacerými
spôsobmi:

dvojriadkovým zápisom(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 4 7 5 6

)
(v druhom riadku sú obrazy £ísel z prvého riadku)

jednoriadkovým zápisom

(3 1 2 4 7 5 6)
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grafom

zápisom v²etkých cyklov permutácie

(132)(4)(576)

(v kaºdej zátvorke je cyklická postupnos´ prvkov postupne sa
zobrazujúcich na seba)
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Veta

Po£et v²etkých permutácií n-prvkovej mnoºiny je rovný
n∏

i=1
i.

Ozna£enie: n! =
n∏

i=1
("n faktoriál"); pre n = 0 sa de�nuje 0! := 1

(prázdnu mnoºinu moºno usporiada´ jediným spôsobom).

Vlastnosti funkcie faktoriál:

n! = n · (n− 1)! pre n ≥ 1 (rekurzia)

pre ©ubovo©né a ∈ R existuje n0 ∈ N také, ºe pre v²etky
n ≥ n0 je n! > an

pre ve©ké n platí pribliºne n! ∼
(n

e

)n√
2πn (Stirlingov vzorec)
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Variácie

De�nícia

k-prvková variácia z n prvkov je usporiadaná k-tica navzájom
rôznych prvkov z n-prvkovej mnoºiny.

Ekvivalentná de�nícia je, ºe k-prvková variácia z n prvkov je prosté
zobrazenie k-prvkovej mnoºiny do n-prvkovej mnoºiny.

Veta

Po£et v²etkých k-prvkových variácií z n prvkov je rovný
k−1∏
i=0

(n− i).

Platí
k−1∏
i=0

(n− i) =
n!

(n− k)!
(z praktického h©adiska v²ak tento

vzorec nie je vhodný na výpo£et po£tu variácií)
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Kombinácie

De�nícia

k-prvková kombinácia z n prvkov je k-prvková podmnoºina
n-prvkovej mnoºiny.

Veta

Po£et v²etkých k-prvkových kombinácií z n prvkov je rovný
k−1∏
i=0

(n− i)

k!
=

n!
(n− k)!k!

.

Ozna£enie:
(
n
k

)
=

n!
(n− k)!k!

, 0 ≤ k ≤ n (kombina£né £íslo (al.

binomický koe�cient) "n nad k")
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Veta

Pre v²etky prirodzené £ísla n, k, 0 ≤ k ≤ n platí:

1

(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
2

(
n
k

)
+

(
n

k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
Na základe predchádzajúcej vety moºno vytvori´ ur£itú schému, tzv.
Pascalov trojuholník: (

0
0

)(
1
0

) (
1
1

)(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
V tomto trojuholníku je kaºdé £íslo rovné sú£tu dvoch £ísel
leºiacich bezprostredne nad ním.
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Veta (binomická)

Pre ©ubovo©né x ∈ R, n ∈ N platí

(1 + x)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
xj

Dôkaz: matematickou indukciou pod©a n.

1◦ : Pre n = 0 je (1 + x)0 = 1 =
(
0
0

)
x0.

2◦ : Nech tvrdenie platí pre n = k, t.j. nech (1 + x)k =
k∑

j=0

(
k
j

)
xj .

Pre n = k + 1 je
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Dôkaz (pokr.):

(1 + x)k+1 = (1 + x)(1 + x)k i.p.
= (1 + x)

k∑
j=0

(
k

j

)
xj =

k∑
j=0

(
k

j

)
xj +

k∑
j=0

(
k

j

)
xk+1 =

(
k

0

)
x0 +

k∑
j=1

(
k

j

)
xj+

k∑
j=1

(
k

j − 1

)
xj+

(
k

k

)
xk+1 =

(
k

0

)
x0+

k∑
j=1

((
k

j − 1

)
+

(
k

j

))
xj+

(
k

k

)
xk+1 =

(
k + 1

0

)
x0 +

k∑
j=1

(
k + 1

j

)
xj +

(
k + 1
k + 1

)
xk+1 =

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
xj .

KOI



c©Tomá² Madaras 2007

Dôsledok

Pre ©ubovo©né x, y ∈ R, n ∈ N platí

(x + y)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
xjyn−j

Dôkaz: platí (x + y)n =
(
y

(
1 + x

y

))n
= yn

(
1 + x

y

)n
=

yn
n∑

j=0

(
n
j

) (
x
y

)j
=

n∑
j=0

(
n
j

)
xjyn−j .

Dôsledok

Po£et v²etkých podmnoºín n-prvkovej mnoºiny je rovný 2n.

Dôkaz: Po£et v²etkých k-prvkových podmnoºín n-prvkovej
mnoºiny je rovný

(
n
k

)
(pouºitím de�nície kombinácií). Po£et

v²etkých podmnoºín n-prvkovej mnoºiny je potom rovný
n∑

k=0

(
n
k

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
1k = (1 + 1)n = 2n.
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Dôsledok

Po£et v²etkých podmnoºín n-prvkovej mnoºiny, ktoré majú párny
po£et prvkov, je rovný 2n−1.

Dôkaz: Pod©a binomickej vety platí

0 = (−1 + 1)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
(−1)j =

∑
0≤j≤n,n párne

(
n

j

)
−

∑
0≤j≤n,n nepárne

(
n

j

)
.

Teda
∑

0≤j≤n,n párne

(
n
j

)
=

∑
0≤j≤n,n nepárne

(
n
j

)
, £iºe po£et podmnoºín

n-prvkovej mnoºiny, ktoré majú párny po£et prvkov, je rovný po£tu
tých, ktoré majú nepárny po£et prvkov. Z toho dostávame, ºe po£et
podmnoºín n-prvkovej mnoºiny, ktoré majú párny po£et prvkov, je
rovný polovici po£tu v²etkých podmnoºín, teda 1

2 · 2
n = 2n−1.
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Veta

Pre v²etky prirodzené £ísla n platí
n∑

i=0

(
n
i

)2 =
(
2n
n

)
.

Dôkaz: Ke¤ºe
(
n
i

)
=

(
n

n−i

)
, tak

n∑
i=0

(
n
i

)2 =
n∑

i=0

(
n
i

)
·
(

n
n−i

)
.

Ukáºeme, ºe táto suma vyjadruje po£et n-prvkových podmnoºín
2n-prvkovej mnoºiny (£o je

(
2n
n

)
).

Uvaºujme 2n-prvkovú mnoºinu, ktorá má n £ervených a n modrých
prvkov. Vybra´ nejakú n-prvkovú podmnoºinu tejto mnoºiny
znamená vybra´ nejakú i-prvkovú podmnoºinu z £ervených prvkov a
k nej nejakú (n− i)-prvkovú podmnoºinu z modrých prvkov (pre
i ∈ {0, . . . , n}). Pre pevne dané i je

(
n
i

)
moºností výberu £ervenej

podmnoºiny a
(

n
n−i

)
moºností výberu modrej podmnoºiny. To dáva

dokopy
n∑

i=0

(
n
i

)
·
(

n
n−i

)
moºností výberu £ervenej a modrej

podmnoºiny s n prvkami dokopy.
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Permutácie s opakovaním

De�nícia

Nech n1, . . . , nk ∈ N, n1 + · · ·+ nk = n a nech X = {1, . . . , k}.
Permutácia s opakovaním (kde prvok i ∈ X sa opakuje ni-krát) je
usporiadaná n-tica prvkov z X obsahujúca ni prvkov i ∈ X.

Veta

Nech n1, . . . , nk ∈ N, n1 + · · ·+ nk = n a nech X = {1, . . . , k}.
Po£et v²etkých permutácií prvkov X s opakovaním, kde prvok i sa

opakuje ni-krát, je rovný
n!

k∏
i=1

ni!
.

Ozna£enie:
(

n
n1...nk

)
=

n!
k∏

i=1
ni!

(multinomický koe�cient "n nad

n1, . . . , nk")
KOI
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Veta (multinomická)

Pre ©ubovo©né x1, . . . , xk ∈ R, n ∈ N platí

(x1 + · · ·+ xk)n =
∑

[n1, . . . , nk] ∈ Nk

n1 + · · · + nk = n

(
n

n1 . . . nk

) k∏
i=1

xi
ni .

Dôkaz: �avá strana rovnosti je sú£in n rovnakých zátvoriek

(x1 + · · ·+ xn) · · · · · (x1 + · · ·+ xn)︸ ︷︷ ︸
n-krát

=
∑

i1,...,ik∈N
ai1,...,ikx1

i1 . . . xk
ik

Uvaºujme �xnú k-ticu [i1, . . . , ik] prirodzených £ísel takú, ºe
i1 + · · ·+ ik = n (vzh©adom na roznásobenie zátvoriek) a zis´ujme,
akým spôsobom moºno pri roznásobovaní zátvoriek získa´ v²etky
£leny tvaru x1

i1 . . . xk
ik . Dostaneme ich tak, ºe z n zátvoriek

vyberieme i1 premenných x1, z n− i1 zátvoriek vyberieme i2
premenných x2, z n− i1 − i2 zátvoriek i3 premenných x3 at¤.
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Dôkaz (pokr.): Vyuºijúc zov²eobecnené pravidlo sú£inu máme, ºe
po£et spôsobov, ktorými moºno získa´ £len tvaru x1

i1 . . . xk
ik (£iºe

koe�cient ai1,...,ik) je rovný(
n

i1

)
·
(

n− i1
i2

)
·
(

n− i1 − i2
i3

)
. . .

(
n− i1 − · · · − ik−1

ik

)
=

n!
i1!(n−i1)! ·

(n−i1)!
i2!(n−i1−i2)! ·

(n−i1−i2)!
i3!(n−i1−i2−i3)! . . .

(n−i1−···−ik−1)!
ik!0! =

n!
i1!i2! . . . ik!

=
(

n

i1i2 . . . ik

)
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Variácie s opakovaním

De�nícia

k-prvková variácia s opakovaním z n prvkov je usporiadaná k-tica
prvkov z n-prvkovej mnoºiny.

Veta

Po£et v²etkých k-prvkových variácií s opakovaním z n prvkov je
rovný nk.
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Kombinácie s opakovaním

De�nícia

Multimnoºina je zobrazenie kone£nej mnoºiny X do mnoºiny Z+.

Interpretácia: hodnoty priradené prvkom mnoºiny X v danom
zobrazení vyjadrujú po£et opakovaní jednotlivých prvkov v
multimnoºine.

Príklad: {1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5} (prvky 1 a 5 sa vyskytujú v
troch kópiách, prvky 2 a 4 v dvoch a prvok 3 v jedinej)

De�nícia

k-prvková kombinácia s opakovaním z n prvkov je multimnoºina
ve©kosti k, ktorej prvky sú z nejakej n-prvkovej mnoºiny.

Veta

Po£et v²etkých k-prvkových kombinácií s opakovaním z n prvkov je
rovný

(
n+k−1

k

)
.
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Dôkaz: Uvaºujme n priehradok (zodpovedajú typom objektov).
Zvoli´ konkrétnu k-prvkovú kombináciu s opakovaním z n prvkov
znamená umiestni´ do týchto priehradok celkovo k nerozlí²ite©ných
objektov. Kaºdé takéto rozmiestnenie vieme jednozna£ne
zakódova´ postupnos´ou n− 1 núl a k jednotiek (jednotky
zodpovedajú objektom, nuly separátorom medzi priehradkami) a
naopak. Preto po£et k-prvkových kombinácií s opakovaním z n
prvkov je rovný po£tu binárnych postupností pozostávajúcich z
n− 1 núl a k jednotiek. Takýchto postupností je práve

(
n−1+k

k

)
,

pretoºe kaºdá taká postupnos´ jednozna£ne zodpovedá nejakej
k-prvkovej podmnoºine mnoºiny {1, 2, . . . , n− 1 + k} (prvky
podmnoºiny kódujú pozície jednotiek v postupnosti).
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