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Zakladné typy vyberov

Vybery sa delia na:
@ vybery bez opakovania
e permutacie
e variacie
e kombinicie
@ vybery s opakovanim

e permutacie s opakovanim
e variacie s opakovanim
e kombinacie s opakovanim



Permutacie

Definicia
Permutacia konecnej mnoziny X je prosté zobrazenie X do X.

V kombinatorike sa zvyC€ajne uvazuji len permutacie n-prvkove;
mnoziny {1,...,n}. Permutacie mozno reprezentovat viacerymi

sposobmi:

@ dvojriadkovym zapisom
1234567
31 2 4 75 6
(v druhom riadku st obrazy Cisel z prvého riadku)

@ jednoriadkovym zédpisom

(3124756)

Kol
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@ grafom

] Q 5

4

2 3 6 7

@ zapisom vsetkych cyklov permutacie
(132)(4)(576)

(v kazdej zatvorke je cyklicka postupnost prvkov postupne sa
zobrazujucich na seba)



(© Tomas Madaras 2007

Veta

|

Pocet vsetkych permutécii n-prvkovej mnoziny je rovny [] i.
i=1

Oznacenie: n! = ﬁ ("n faktorial"); pre n = 0 sa definuje 0! :=1
(prazdnu mnoiimj_nlwino usporiadat jedinym spésobom).
Vlastnosti funkcie faktorial:
e nl=n-(n—1)! pre n>1 (rekurzia)
@ pre lubovolné a € R existuje ng € N také, ze pre vsetky
n >ng jen! > a"”

n
o pre velké n plati priblizne n! ~ (E) V2mn (Stirlingov vzorec)
e
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Variacie

Definicia

k-prvkova variacia z n prvkov je usporiadana k-tica navzdjom
réznych prvkov z n-prvkovej mnoZiny.

Ekvivalentna definicia je, ze k-prvkova varidcia z n prvkov je prosté
zobrazenie k-prvkovej mnoziny do n-prvkovej mnoziny.

Veta

k—1
Pocet vsetkych k-prvkovych variacii z n prvkov je rovny [] (n —i).
i=0

k-1

Plati Z‘];[O(n —1i) = (ni'k:)‘ (

vzorec nie je vhodny na vypocet poctu variacii)

z praktického hladiska vsak tento

Kol
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Kombinacie

k-prvkova kombinicia z n prvkov je k-prvkova podmnozina
n-prvkovej mnozZiny.

Pocet vsetkych k-prvkovych kombindcii z n prvkov je rovny
k—1
1 (n—i) ,
=0 - n:
k! T (n—k)E
|
Oznagenie: (}) = ﬁ,o < k < n (kombinacné cislo (al.

binomicky koeficient) "n nad k")
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Pre vsetky prirodzené ¢Cisla n, k,0 < k < n plati:
0 (i) = (%)
_ (ntl
9 (i) + () = ()
Na zaklade predchadzajlcej vety mozno vytvorit urcitd schému, tzv.
Pascalov trojuholnik:

4
(2)
V tomto trojuholniku je kazdé &islo rovné sactu dvoch Cisel
leziacich bezprostredne nad nim.

Kol
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Veta (binomicka)

Pre lubovolné x € R,n € N plati
n n '
(1+2)" = ( ) z’
; ]

Dékaz: matematickou indukciou podla n.

1°: Pren=0je(l+2)=1= (g)xo.

k .
2°: Nech tvrdenie plati pre n = k, t.j. nech (1+z)" = (’?)xﬂ.

Pren=%k+1 je



Dékaz (pokr.):

1+ 2 = (1 +2)(1 +2)% 2 ( é(?)wjz
() (- ()5 ()

21 <j f 1>:cj+<:>xk+1 — <lg>x0+é ((j ﬁ 1) 4 <f)> 4
= (5 ()= (L) -
()
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Désledok
Pre [ubovolné z,y € R,n € N plati

(z+y)" = zn: (n> 2y

=0

Y Y

Dékaz: plati (x +y)" = (y <1 + §>)n =y (1 + E)n =

50 (3) - 5 0

Désledok

Pocet vsetkych podmnozin n-prvkovej mnoziny je rovny 2™.

Dékaz: Pocet vsetkych k-prvkovych podmnozin n-prvkove;j
mnoziny je rovny (Z) (pouzitim definicie kombinacii). Pocet
vsetkych podmnozin n-prvkovej mnoziny je potom rovny

> () =3 (nF=aryr=2n

o

[e=]

ol

o
N
®
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Désledok
Pocet vsetkych podmnoZzin n-prvkovej mnoziny, ktoré maji parny
pocet prvkov, je rovny 2" 1.

Dékaz: Podla binomickej vety plati

0= (1417 =) (") -

J=0

> 0.2 0)

0<5<n,n parne 0<7<n,n neparne
Teda > (5) = > (), cize pocet podmnozin
0<5<n,n parne 0<5<n,n neparne
n-prvkovej mnoziny, ktoré maji parny pocet prvkov, je rovny poctu
tych, ktoré maji neparny pocet prvkov. Z toho dostavame, ze pocet
podmnozin n-prvkovej mnoziny, ktoré maji parny pocet prvkov, je
rovny polovici poCtu vietkych podmnozin, teda % Lo =l
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n
Pre vietky prirodzené &isla n plati > (’Z)2 — (7).

4 n
=0

n

Dokaz: Kedze (1) = (1), tak 3= (17 = 3= (1) (1)
Ukazeme, Ze tato suma vyjadruje pocet n-prvkovych podmnozin
2n-prvkovej mnoziny (Co je (2:))
Uvazujme 2n-prvkovi mnozinu, ktord ma n Cervenych a n modrych
prvkov. Vybrat nejakl n-prvkovi podmnozinu tejto mnoziny
znamena vybrat nejakd i-prvkovi podmnozinu z Cervenych prvkov a
k nej nejakd (n — i)-prvkovi podmnozinu z modrych prvkov (pre
i € {0,...,n}). Pre pevne dané i je (") moznosti vyberu Eervenej
podmnoZiny a (niz) moznosti vyberu modrej podmnozZiny. To dava

n
dokopy Z;) (") - (,;) moznosti vyberu Eervenej a modrej
podmnoziny s n prvkami dokopy.

Kol
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Permutacie s opakovanim

Definicia

Nech ny,...,ny € Nyny +---+np =n anech X ={1,...,k}.
Permutécia s opakovanim (kde prvok i € X sa opakuje n;-krat) je
usporiadana n-tica prvkov z X obsahujica n; prvkov i € X.

Veta

Nech ni,...,np € Nyng +---+np=nanech X ={1,...,k}.
Pocet vsetkych permutiécii prvkov X s opakovanim, kde prvok i sa
n!

k

=1

opakuje n;-krat, je rovny

Oznacenie: (m"nk) = (multinomicky koeficient "n nad

i=1
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Veta (multinomicka)

Pre [ubovolné x1, ...,z € R,n € N plati

k
n n Ny
($1+--‘+$k) = Z <n1nk>zl_ll$l

[n1,...,ng] €NF
ny+---+npg=n

Dékaz: Lava strana rovnosti je sicin n rovnakych zatvoriek

(w1 4+ xp) - (w14 +x,) = Z ai1,...,ik$1il L
n-krat etk EN
Uvazujme fixna k-ticu [i1,. .., 1] prirodzenych &isel taka, ze

i1+ -+ +ix = n (vzhladom na roznasobenie zatvoriek) a zistujme,
akym sposobom mozno pr| roznasobovani zatvoriek ziskat vietky
Cleny tvaru x1*t ... x3". Dostaneme ich tak, ze z n zatvoriek
vyberieme i1 premennych 21, Z n — i1 zatvoriek vyberieme i
premennych o, z n — i1 — iy zatvoriek i3 premennych x3 atd.
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Dékaz (pokr.): Vyuzijac zovseobecnené pravidlo sucmu mame, Ze
pocet sposobov, ktorymi mozno ziskat Elen tvaru 1% ... 2% (Cize
koeficient a;,, . ;) je rovny

) (L) () ) -

n! . (nf'h)! . (nf’hf’ig)! (nfilf---f’ikfl)!
i!l(n—i1)!  i2l(n—i1—i2)!  i3l(n—i1—iz—iz)! " 110!

n! n
idia! . ig) \dyia. .. g
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Variacie s opakovanim

k-prvkova variacia s opakovanim z n prvkov je usporiadana k-tica
prvkov z n-prvkovej mnoziny.

Veta

Pocet vsetkych k-prvkovych variacii s opakovanim z n prvkov je
rovny nk.



Kombinacie s opakovanim

Definicia

MultimnoZina je zobrazenie konecnej mnoZiny X do mnoZiny 7.

Interpretacia: hodnoty priradené prvkom mnoziny X v danom
zobrazeni vyjadruji pocet opakovani jednotlivych prvkov v
multimnozine.

Priklad: {1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5} (prvky 1 a 5 sa vyskytuja v
troch képiach, prvky 2 a 4 v dvoch a prvok 3 v jedinej)

Definicia

k-prvkova kombinacia s opakovanim z n prvkov je multimnoZina
velkosti k, ktorej prvky si z nejakej n-prvkovej mnoziny.

Veta

Pocet vsetkych k-prvkovych kombinacii s opakovanim z n prvkov je
rovny ("'H]:_l).

|
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Dékaz: Uvazujme n priehradok (zodpovedaji typom objektov).
Zvolit konkrétnu k-prvkovi kombinaciu s opakovanim z n prvkov
znamena umiestnit do tychto priehradok celkovo k nerozlisitelnych
objektov. Kazdé takéto rozmiestnenie vieme jednoznacne
zakédovat postupnostou n — 1 nal a k jednotiek (jednotky
zodpovedaji objektom, nuly separdtorom medzi priehradkami) a
naopak. Preto pocet k-prvkovych kombinacii s opakovanim z n
prvkov je rovny poctu binarnych postupnosti pozostavajicich z
n — 1 ndl a k jednotiek. Takychto postupnosti je prave (”j?rk),
pretoze kazda taka postupnost jednoznaéne zodpoveda nejakej
k-prvkovej podmnozine mnoziny {1,2,...,n — 1+ k} (prvky
podmnoziny kéduja pozicie jednotiek v postupnosti).



