Uvod do tedrie grafov

Oznacenie: pre dani koneénd mnozinu V a k € N je () mnozina

vsetkych k-prvkovych podmnozin V.

Definicia

Graf je usporiadana dvojica (V, E), kde V' je mnozina a E C (‘2/)
V dalsom budeme uvazovat iba koneéné grafy (s kone€nou
mnozinou V).

Prvky mnoziny V' sa nazyvaji vrcholy, prvky F sa nazyvaji hrany
grafu G.
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Z definicie grafu vyplyva, ze dva vrcholy vytvaraji maximalne jednu
hranu. Ak v definicii pripustime, aby sa urcité dvojprvkové
podmnoziny V vyskytli v E "viackrat", tak dostaneme Struktdru
nazyvana multigraf (hrany s nasobnym vyskytom sa nazyvaji
multihrany).

Definicia

Multigraf je usporiadana dvojica (V, E), kde V' je mnozina a E je
multimnoZina, ktorej prvky si z (g)

V pdvodnej definicii grafu tiez nie je dovolena existencia hrany
{u,v} pre u = v (tzv. slucka). Struktara priptitajica multihrany a
slucky sa nazyva pseudograf.

Definicia

Pseudograf je usporiadana dvojica (V, E), kde V' je mnozina a E je
multimnoZina, ktorej prvky si z (g) uv.
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Priklad

Graf, multigraf a pseudograf s mnozinou vrcholov {a, b, ¢, d}

a b a b b
a
d ¢ d c d c
Definicia

Ohodnoteny graf (siet) je usporiadana trojica (V, E, w) taka, ze
(V,E) je graf aw : E — R je ohodnotenie hran.




(© Tomas Madaras 2007

Definicia

Nakreslenie (diagram) grafu G = (V, E) je reprezentacia G v rovine
taka, ze kazdému vrcholu v; € V' je priradeny bod B; roviny a
kazdej hrane e = v;v; oblik o(e) = B;B; spdjajici body B; a Bj ;
pritom sa pozaduje, aby body priradené réznym vrcholom boli
rézne, obliky sami seba nepretinali a okrem koncovych bodov
neobsahovali Ziaden dalsi bod prislichajici niektorému z vrcholov

G.

V nakresleni grafu je dovolené, aby sa dva rozne obliky pretinali
(t.J. mali spolo€ny vnatorny bod).
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Priklad

Dve rozne nakreslenia toho istého grafu G = (V, E),
V ={a,b,c,d}, E = {ab,bc,cd,ad,bd, cd}.

a b

d c

V prvom nakresleni existuje dvojica pretinajacich sa oblikov
(ac,bd), v druhom sa ziadne dva obluky nepretinaja.
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Hranu e € E tvoreni vrcholmi v;, v; oznaCujeme e = {v;,v;} alebo
e = v;v;. Vrcholy v;,v; sa potom nazyvaji koncové vrcholy hrany

e; v tomto pripade sa v;, v; nazyvaji susedné a hovorime, ze vrchol
v; (resp. v; ) inciduje s hranou e (je incidentny s ). Dve hrany sa
nazyvaja susedné, ak maja spolocny vrchol.

Definicia

Stupen vrchola v v grafe G je polet hran incidentnych s v;
oznacuje sa degq(v) alebo deg(v).

Vrchol stupia 0 sa nazyva izolovany, vrchol stupia 1 sa nazyva
visiaci.

0(G) oznaCuje minimalny a A(G) maximalny spomedzi v3etkych
stupiiov vrcholov grafu G.
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Veta

Ak pocet hran grafu G je m, tak sicet stupriov vsetkych jeho
vrcholov je rovny 2m.

Dékaz: ak vezmeme sucet vietkych stupiov vrcholov grafu, tak
kazda hrana je v iom zapocitana dvakrat (pri stupiioch oboch jej
koncovych vrcholov).

Désledok

V kazdom konecnom grafe je pocet vrcholov nepédrneho stupria
parny.
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Definicia

Graf G' = (V' E’) je podgraf grafu G = (V, E), ak V' CV a
E' C E. G’ sa nazyva vlastny podgraf G, ak V! C V alebo
E' C E. G' sa nazyva faktorovy podgraf G, ak V' = V.

Definicia

Graf G' = (V', E') je indukovany podgraf grafu G = (V, E), ak
V! CV a G’ obsahuje vsetky hrany, ktoré spéjaja vrcholy z V' v
grafe G; oznacujeme (V)¢ resp. (V') alebo G[V'].
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Priklad

Nech G = (V,E),V ={a,b,c,d,e},E={A,B,C,D,E,F,G,H}
anech V) ={a,b,c,e}, E1 ={A,B,E},Es ={A,B,E,F,H},
Es = {E,B,G}.

a A b a A b a A b

D.B D.B D.B
,A ,A .A

d C c d C c d C c

(V4, E3) nie je podgrafom G. G1 = (V1, E1) je podgrafom G, ale
nie je jeho indukovanym podgrafom. G5 = (V1, E3) je indukovany
podgraf G.
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Definicia

Nech v je vrchol grafu G = (V, E). Potom graf G —v = (V' \ {v})
Je graf ziskany z G odobratim vrchola v a vsetkych hran
incidentnych s v.

Definicia
Nech e je hrana grafu G = (V, E). Potom graf
G —e= (V,E\ {e}) je graf ziskany z G odobratim hrany e.

Definicia

Graf G = (V, E) je komplement grafu G = (V, E), ak pre vetky
vi,vj €V jeviv; € E prave vtedy, ked viv; ¢ E.
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Spojenie (zykovovsky sacet) grafov G = (V1, E1), Ga = (E2, Va)
Jje graft G1V Go = (V, E) taky, ze
VZVlUVQ,E:ElLJEQU{UU: uEVl/\UEVQ}.

Karteziansky sacin grafov G1 = (V1, E1), Ga = (E», Va) je graf
G OGy = (Vv, E) taky, zeV=Vix Vo, E = {[ul,UQ][vl,vg] :
(u1 = v1 N\ ugUa € Eg) V (UQ = v2 NUujv1 € El)}



Priklad
Karteziansky sacin grafov G, H:
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Definicia

Kompletny (aplny) graf je graf, v ktorom si kazdé dva vrcholy
susedné; n-vrcholovy kompletny graf oznacujeme K,,.

Definicia

Prazdny graf je komplement kompletného grafu; oznacujeme D,,.

Definicia

Regularny (pravidelny) graf je graf, ktorého vsetky vrcholy maji
rovnaky stupen; ak vsetky vrcholy si stupria r, tak graf je
r-regularny.
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Definicia

Bipartitny (parny) graf je graf G = (V, E) taky, ze

V=V1UVW,, Vi1 NVo =0 a pre kazdi hranu z E plati, Ze jeden je
koncovy vrchol je z mnoziny Vi a druhy z Vi, oznacujeme tiez

G = V1,V E).

Definicia

Kompletny bipartitny graf je bipartitny graf G = (V1,Va; E), v
ktorom kazdy vrchol z V| susedi s kazdym vrcholom z V3;
oznacujeme K, s (pre |Vi| =1, |Va| = s).
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Priklad

Vlavo znazorneny graf je bipartitny (jednu particiu tvoria Cierne
vrcholy, druhi biele). Graf vpravo nie je bipartitny (Eerveny vrchol
nemoze byt zadeleny ani do jednej particie).
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Definicia

Graty G = (V4, E1),G = (Va, E2) si izomorfné, ak existuje
bijektivne zobrazenie v : Vi — V4 (izomorfizmus grafov G1,G2)
také, ze pre kazdé dva vrcholy u,v € V1 je uv € Fy prave vtedy,
ked p(u)p(v) € Es.
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Priklad
Dvojica izomorfnych grafov; izomorfizmus je dany predpisom
p(z) =’




