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Základy kombinatorického po£ítania

Predmetom kombinatoriky je skúmanie rozli£ných usporiadaní
objektov; tieto objekty sa nazývajú kon�gurácie.

Základné typy kombinatorických úloh sú:

zostrojenie kon�gurácií s ur£itými vlastnos´ami

dôkaz existencie/neexistencie ur£itej kon�gurácie bez jej
skon²truovania

charakterizácia existujúcich kon�gurácií pomocou iných
pojmov a vlastností

ur£enie po£tu v²etkých kon�gurácií s danými vlastnos´ami

ur£enie algoritmu na zostrojenie v²etkých kon�gurácií

výber kon�gurácií, ktoré sú optimálne vzh©adom na zvolené
kritériá

Mnoºina, z prvkov ktorej sú utvárané kon�gurácie, sa nazýva
základná (bázová) mnoºina.
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Príklad

Základom mnohých cestovných lístkov v MHD rôznych miest je
²tvorec 3× 3, ktorého jednotlivé polia sú o£íslované postupne
1, 2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9. Ozna£ený lístok má ²tyri polia perforované.
Ko©ko existuje rôznych ozna£ených lístkov?

Základná mnoºina je tu mnoºina {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
kon�gurácie sú jej ²tvorprvkové podmnoºiny.

Príklad

Ko©ko je v²etkých moºných rozostavení £iernych a bielych pe²iakov
v hre "preskakovaná" na ²achovnici 8× 8? (pe²iaci oboch farieb
obsadzujú len £ierne polia ²achovnice, pri£om kaºdé £ierne pole je
obsadené najviac jedným pe²iakom)

Základná mnoºina je tu mnoºina X = {1, . . . , 32} (kaºdému
£iernemu po©u ²achovnice priradíme "poradové £íslo").
Kon�gurácie sú usporiadané dvojice (B,C), kde B,C sú navzájom
disjunktné 8-prvkové podmnoºiny X.
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Príklad (http://en.wikipedia.org/wiki/Password_strength)

Heslo typu Environ má nasledujúcu ²truktúru:

spoluhláska - samohláska - spoluhláska - spoluhláska - samohláska - spoluhláska

- £íslo - £íslo

Ko©ko hesiel typu Environ moºno utvori´ z malých písmen anglickej
abecedy a desiatich ci�er?

Základná mnoºina je tu mnoºina
X = {a, b, . . . , z} ∪ {0, 1, . . . 9} = X1 ∪X2 ∪X3, kde
X1 = {a, e, i, o, u, y}, X2 = {b, c, . . . , z}, X3 = {0, 1, . . . , 9}.
Kon�gurácie sú usporiadané osmice z karteziánskeho sú£inu
X2 ×X1 ×X2 ×X2 ×X1 ×X2 ×X3 ×X3.
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Najobvyklej²ím typom kombinatorickej úlohy je ur£i´ po£et
v²etkých kon�gurácií s ur£itými vlastnos´ami. K tomu je potrebné
urobi´ matematizáciu problému - popísa´ kon�gurácie pomocou
typických matematických objektov (podmnoºiny, usporiadané k-tice
a i.) a správne ur£i´ ich po£et. Naj£astej²í zdroj omylov tkvie v
tom, ºe sa nevymenujú v²etky kon�gurácie, alebo ºe sa niektorá
kon�gurácia zapo£íta viackrát.
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Veta (pravidlo sú£tu )

Nech Y1, . . . , Yn, n ≥ 2 sú navzájom disjunktné podmnoºiny

kone£nej mnoºiny Y také, ºe Y =
n⋃

i=1
Yi. Potom |Y | =

n∑
i=1

|Yi|.

Dôkaz: matematickou indukciou pod©a n.

1◦ : Nech n = 2. Nech Y1 = {a1, . . . , ar}, Y2 = {b1, . . . bs}.

Pod©a predpokladov je Y1 ∩ Y2 = ∅, teda
Y = Y1 ∪ Y2 = {c1, . . . , cr+s}, kde pre v²etky i = 1, . . . , r je
ci = ai a pre v²etky j = 1, . . . , s je cr+j = bj . Teda
|Y | = r + s = |Y1|+ |Y2|.
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2◦ : Nech tvrdenie platí pre n = k, t.j. nech

|Y1 ∪ · · · ∪ Yk| =
k∑

i=1
|Yi| pre mnoºiny Y1, . . . , Yk také, ºe

Yi ∩ Yj = ∅ pre i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j.
Pre n = k + 1 je Y1 ∪ · · · ∪ Yk+1 = (Y1 ∪ · · · ∪ Yk) ∪ Yk+1; ke¤ºe
pre i ∈ {1, . . . , k} je Yk+1 ∩ Yi = ∅, tak Yk+1 ∩ (Y1 ∪ · · · ∪ Yk) = ∅.
Vyuºijúc prvú £as´ dôkazu, máme

|Y1∪· · ·∪Yk+1| = |Y1∪ . . . Yk|+ |Yk+1|
i.p.
= |Y1|+ · · ·+ |Yk|+ |Yk+1|.
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Príklad

Ko©kokrát za de¬ tvoria cifry na displeji 6-miestnych digitálnych
hodín rastúcu postupnos´?

Kon�gurácie sú tu usporiadané ²estice [x1, . . . , x6], kde x1x2 je
dvoj£íslie hodín (00 . . . 23), x3x4 dvoj£íslie minút a x5x6 dvoj£íslie
sekúnd (00 . . . 59). Ak postupnos´ má by´ rastúca, tak nutne musí
by´ x5 ∈ {4, 5}.
V prípade x5 = 4 je pä´ moºností pre kon�gurácie
(01 : 23 : 45− 01 : 23 : 49), v druhom prípade 5 · 4 = 20 moºností
(5 pre ²tvoricu [x1, x2, x3, x4] a nezávisle od toho 4 pre vo©bu x6);
spolu je teda 25 moºností.
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Veta (pravidlo sú£inu )

Nech Y1, . . . , Yn, n ≥ 2 sú kone£né mnoºiny. Potom

|Y1 × · · · × Yn| =
n∏

i=1
|Yi|.

Dôkaz: matematickou indukciou pod©a n.

1◦ : Nech n = 2. Nech Y1 = {a1, . . . , ar}, Y2 = {b1, . . . , bs} a

Y = Y1 × Y2.
Uvaºujme mnoºiny Y (i) = {[x, y] ∈ Y : x = ai}. Pre i 6= j je

Y (i) 6= Y (j) a platí
r⋃

i=1
Y (i) = Y . �alej, pre v²etky i = 1, . . . , r

platí |Y (i)| = s. Pod©a pravidla sú£tu potom dostávame

|Y | =
r∑

i=1
|Y (i)| = r · s = |Y1| · |Y2|.
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2◦ : nech tvrdenie platí pre n = k a nech Y1 = {a1, . . . , ar}.
Pre n = k + 1 je Y1 × · · · ×Yk+1 = Y1 × (Y2 × · · · ×Yk). Uvaºujme
mnoºiny J (i) = {[x, y] ∈ Y1 × (Y2 × · · · × Yk+1) : x = ai}.Pre
i 6= j je J (i) 6= J (j) a platí Y1 × · · · × Yk+1 =

r⋃
i=1

J (i). �alej, pre

v²etky i = 1, . . . , r platí |J (i)| = |Y2 × · · · × Yk+1|.Pod©a pravidla

sú£tu potom dostávame |Y1 × · · · × Yk+1| =
r∑

i=1
|J (i)| = r|J (i)| =

r|Y2 × · · · × Yk+1|
i.p.
= r|Y2| · · · · · |Yk+1| = |Y1| · |Y2| · . . . |Yk+1|.
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Príklad

Ko©ko ²tvorciferných £ísel delite©ných 5 moºno zostavi´ z ci�er 0, 2,
4, 5, 8 (cifry sa môºu opakova´) ?

Základná mnoºina je X = {0, 2, 4, 5, 8}, kon�gurácie sú usoriadané
²tvorice z mnoºiny Y = (X \ {0})×X ×X × {0, 5}. Pod©a
pravidla sú£inu je potom |Y | = 4 · 5 · 5 · 2 = 200.
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Veta (zov²eobecnené pravidlo sú£inu )

Nech X je kone£ná mnoºina, n ≥ 2 a
S = {[s1, . . . , sn] : (∀i = 1, . . . , n) si ∈ X} ⊆ Xn je mnoºina
sp¨¬ajúca nasledujúce podmienky:

1) prvok s1 moºno z mnoºiny X vybra´ n1 spôsobmi

2) po akomko©vek výbere prvku s1 je moºné prvok s2 vybra´ z X
n2 spôsobmi

. . . . . .

j) po akomko©vek výbere usporiadanej (j − 1)-tice [s1, . . . , sj−1]
je moºné prvok sj vybra´ nj spôsobmi

. . . . . .

Potom |S| =
n∏

i=1
ni.
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Dôkaz: matematickou indukciou pod©a n.

1◦ : Nech n = 2. Ozna£me Si = {[s1, s2] ⊆ X2 : s1 = i}, kde

i ∈ I, |I| = n1. Pod©a de�nície mnoºiny S je potom pre kaºdé
i ∈ I |Si| = n2; pouºitím pravidla sú£tu potom máme
|S| =

∑
i∈I

|Si| =
∑
i∈I

n2 = n1 · n2.

2◦ : Nech tvrdenie platí pre n = k. Uvaºujme mnoºinu S
de�novanú ako v tvrdení pre n = k + 1 a ozna£me
Si = {[s1, . . . , sk+1] ⊆ Xk+1 : s1 = i} pre i ∈ I, |I| = n1. Potom
pre kaºdé i ∈ I je |Si| = |{[s2, . . . , sk+1] ⊆ Xk :

výbery s2, . . . , sk+1 sp¨¬ajú podmienky vety}| i.p.
= n2 · · · · · nk+1.

Pouºitím pravidla sú£tu potom dostávame
|S| =

∑
i∈I

|Si| =
∑
i∈I

n2 · · · · · nk+1 = n1 · n2 · · · · · nk+1.
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Príklad

Ko©ko je pä´ciferných £ísel, ktorých cifry sú navzájom rôzne?

Cifru najvy²²ieho rádu moºno vybra´ z 9 ci�er (v²etky okrem nuly),
cifru druhého najvy²²ieho rádu z 9 ci�er (vyberáme z 10 ci�er, ale
musí by´ rôzna od prvej vybratej), cifru tretieho najvy²²ieho rádu z
8 ci�er (musí by´ rôzna od prvých dvoch) at¤. Po£et daných
pä´ciferných £ísel je potom 9 · 9 · 8 · 7 · 6 = 27216.
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