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Rekurentné rovnice

Definicia

Nech f : R* — R je funkcia k premennych. Potom rovnica

Tn = f(Xp-1,...,Tn_k) je rekurentna rovnica radu k.

Nech je dana rekurentna rovnica x,, = f(xp—1,...,Tn_k) radu k.
Rovnice xy = ag,x1 = a1,...,Tp_1 = ap_1 nazyvame pociatocné
podmienky.

Definicia

Explicitné vyjadrenie rieSeni rekurentnej rovnice
T = f(Tp-1,...,%Tn_k) j€ rovnica x, = g(n), kde g: N — R je
funkcia jednej premennej.
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Priklad

ZTp = 1%p—1(1 — x5—1) je rekurentna rovnica prvého radu (tzv.
logisticka rovnica)

Ty = rx g (1= x,p)
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Aplikacie: generatory nahodnych Cisel, populaéna dynamika, teéria
chaosu
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Tp, = 22_, + c je rekurentnd rovnica prvého radu, ktord je
zakladom definicie Mandelbrotovej mnoziny:
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Priklad (Leonardo z Pisy, "Liber Abaci")

Par kralikov privddza raz za mesiac na svet dve mladata, samca a
samicku. Tito novonarodeni kralici prinasaja dalsie prirastky uz dva
mesiace po narodeni. Kol'ko parov krélikov budeme mat za rok, ak
sme na zaciatku mali jeden par kralikov?

OznaCme f,, pocet parov kralikov na konci n-tého mesiaca. Potom
plati fo =1, f1 =2, fn = fn_1 + fn_2 pre n > 2. RieSenim je teda
fio = 377.

Postupnost { f,}>2 sa nazyva Fibonacciho postupnost. Cisla F,,
splhajuce Fy = Fy = 1, F,, = Fj,_1 + F,_5 pre n > 2 sa nazyvaji
Fibonacciho &isla.
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Definicia

Linearna rekurentna rovnica radu k s konstantnymi koeficientami je
rekurentna rovnica tvaru

Tp = C1Tp_1 + C2Tp—9+ -+ CLTp_k,C1,...,CL € R,

Definicia

Charakteristicka rovnica linearnej rekurentnej rovnice
Tp = C1Tp_1 + CoTp_o + -+ - + cpy_y rddu k s konstantnymi
koeficientami je rovnica 2k =P+ P2+ o1z +
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Veta

Nech x, = Az, 1 + Bz, _o,n > 2 je linedrna rekurentna rovnica
2. radu s konstantnymi koeficientami s pociatocnymi podmienkami
xo = ap,r1 = a1 a nech o, 3 € C si korene jej charakteristickej

rovnice.
O Ak a # [, tak pren > 2 je x, = k1™ + kof", kde
a1 — apf ao—ar .. .
k1 = ————, ko = ————— si rieSenia sistavy
a—p a—p
apg = kl + k‘2

a] = kla T kg,@

Q@ Ak a=p#0, tak pren > 2 je x, = (k1 + nka)a", kde
ay —apox . . _ .
k1 = ag, ko = ——— si riesenia sistavy
«
ag = ky

a1 = (k1 + ko)
Prea =0 jex, =0 pre n > 2.

Kol
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Dékaz: 1. East tvrdenia: Gplnou matematickou indukciou podla n.
1°: Nech n = 2. Poznamenajme, 7e plati a® = Aa + B,

B2 = AB + B. Potom x5 = Axy + Bxg = Aaj + Bag; na druhej

strane, k1a? + ko3 = ala__aﬁ(ﬁ 2 aoaa_—ﬁalm =
Ao+ B) + %(Aﬁ + B) = oziB(Aala -
Aapaf + Ba; — Bayf + AapaS — Aa13 + Bapa — Bay) =
- i B(Aala — Baof — Aa1 8 + Bapa) =

1
a— [

a1—aoﬁ(
a—f3

(a(Aal + Bao) - B(Aal + BCLo)) = A(Ll + BCLO = I9.
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2° ;. Nech tvrdenie plati pre vietky k& mensie ako n, t.j. nech
xp = k1o¥ + k:gﬁk. Potom

Ty = ATp_1 + Bry_o = A(lﬁanil + k‘Q,anl) + B(k‘lanfz +
koff"2) = k1a"?(Aa + B) + koS3 (AB + B) =

k:loz”’Q o+ kQﬁniZ . ﬁQ = ko™ + ko 5™,
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Dékaz: 2. East tvrdenia: Gplnou matematickou indukciou podla n.

1°: Nech n =2 a a # 0. Poznamenajme, ze plati o = Aa + B,

A
a==,0%> = —B. Potom z3 = Az + Bxg = Aa; + Bag; na
druhej strane,
(k1 + 2k2)a? = <ao + 2al—aoa> a? = aga? + 2a1a — 2a90? =
o
2a100 — aga? = Aay — (—B)ag = Aay + Bay.

2° . Nech tvrdenie plati pre vietky & mensie ako n, t.j. nech

xp = (k1 + k- k2)a®. Potom

Tp = Az, 1+ Bry o= A(k1 + (n — Dk2)a™ 1 + B(ky + (n —
Q)k‘g)a"_Q = a”_2(Aa(k1 + (n — 1)k2) + B(kl + (n — 2)k2)) =
" 2(ky(Aa+ B) + kay(Aa(n — 1) + B(n — 2))) =

a" 2(k1 - a® + ka(n(Aa + B) — Aa — 2B)) = o™ 2(ky - o® +
ko(na? —2a-a+2a2)) = o 2(ky - o + ka(na?)) = (k1 +nks)a”.

Kol
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Odvodte explicitné vyjadrenie n-tého ¢lena Fibonacciho
postupnosti.

Charakteristicka rovnica pre rekurentni rovnicu Fibonacciho

.. .. 1 1-—
postupnosti je 2 =x+1 jej korene st o = = \[,5 = 2\/5_
Dalej je

L 2-15% 345
L= 1+2\/5 _ 1—2\/5 25
-3 5
hy— 1 fy = =3 V5
2v/5
Teda

(3B (1B (=3+vB) (1-VB)
o= i IR G 5

Kol



