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Strom je savisly graf, ktory neobsahuje kruznicu ako podgraf.

Les je graf neobsahujici kruznicu ako podgraf.
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Lema
Kazdy strom s aspori dvomi vrcholmi obsahuje aspori dva visiace
vrcholy.

Dékaz: Nech T je strom s aspon dvomi vrcholmi a nech

P = (vg,e1,v1,...,Vk_1, €k, V) je najdlhsia cesta v T'. Ak
deg(vy) > 2, tak existuje vrchol y # vi_1 susedny s v. Zrejme

y & {vo,...,vk—2} (inak v T existuje kruznica); potom v3ak cestu
P mozno predizit o hranu vy, ¢o je spor. Rovnakd Gvahu mozno
pouzit aj na vrchol vy; teda v T sa vrcholy vg aj vy visiace.
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Veta

Nech G je n-vrcholovy graf s m hranami. Nasledujice tvrdenia si
ekvivalentné:

(i) G je strom
(ii)
(iii)
(iv)
(v) G neobsahuje kruznicu a ak lubovolné dva nesusedné vrcholy v

fiom spojime hranou, tak vznikne graf s prave jednou kruznicou

medzi lubovolnou dvojicou vrcholov v G existuje jedind cesta
G jesavislyam=n—1

G neobsahuje kruznicu am=n —1
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(i) = (ii): sporom: nech existuje strom G taky, ze medzi dvomi
vrcholmi u, v € V(G) existuji aspon dve u — v-cesty; oznaCme
tieto cesty P, P,. Potom existuji vrcholy u/, v’ také, ze patria
obom cestam Py, Py a v’ — v'-cesty P|, Pj, ktoré su sa€astou P;
resp. P» nemaji okrem koncovych vrcholov Ziadne iné spolocné
vrcholy (napr. u’ je prvy vrchol, v ktorom sa tieto cesty rozchadzaji
a v’ je prvy vrchol po v/, v ktorom sa opét stretaja). Zjednotenie
P|, P} vytvara kruznicu v G, €o je spor.
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(it) = (iii): z predpokladu (ii) dostavame, ze graf G je savisly.
Dalej postupujeme tplnou matematickou indukciou podla poétu n
vrcholov G. Nech e = wv je lubovolna hrana v G. Podla (ii) je
tato hrana jedinou u — v-cestou v G, teda v grafe G — uw vrcholy
najviac o 1, graf G — uv pozostava z prave dvoch komponentov
G1,G2 s ny resp. no vrcholmi a my resp. mo hranami. Plati

n1 < n,nz < n a obidva grafy G, Go spliajt predpoklad (ii);
podla indukéného predpokladu teda m; = ny — 1, mg = ny — 1.
Potom pocet hran G je
m=mi+ma+1l=(Mni1—1)+(Mn2—1)+1=n1+ne—1=n-1.
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(iii) = (iv): Nech Gy = G je stvisly s n vrcholmi, pocet jeho hran
je m =mn — 1 a obsahuje p > 0 kruznic. Nech ¢ je hrana patriaca
nejakej kruznici Cy C Ggy. Potom graf G; = G — ¢ je opat shvisly
(ak nejaky x — y sled S obsahoval hranu e, tak kazdy vyskyt ey v
S mozno nahradit cestou Cy — eg, ¢im opéat vznikne x — y-sled),
ma n vrcholov, m — 1 hran a menej kruznic, ako G (odobratim
hrany zanikla aspon jedna kruznica, konkrétne Cp). Tento postup
mozno opakovat: ak graf GG; obsahuje nejaka kruznicu C; a ¢; je jej
hrana, tak graf G;11 = G; — e; je savisly s n vrcholmi, m — i
hranami a s mensim po¢tom kruZnic, ako GG;. Po k < p krokoch
takto dostaneme savisly graf Gy s n vrcholmi, m — k hranami,
ktory neobsahuje ziadnu kruznicu. Podla definicie je teda G strom
a vzhladom na uz dokazand implikaciu (i) = (iii) pre pocet hran
Gy platim — k =n — 1. Podla (iii) pre graf G platim =n —1; po
dosadeni dostavame n — 1 — k =n — 1, z Coho k = 0. Teda

Gy = G neobsahuje ziadnu kruznicu.
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(iv) = (v): Nech G neobsahuje kruznicu a pocet jeho hran je
m = n — 1. Postupujme Gplnou matematickou indukciou podla
poctu vrcholov grafu. Nech G, ..., Gy st komponenty grafu G s
ni,...,ng vrcholmi a my, ..., my hranami. Ziaden z tychto
komponentov neobsahuje kruznicu, zaroven kazdy z nich je savisly,
teda kazdy z nich je strom a pre pocet jeho hran plati (na zaklade
(iii)) m; = n; — 1. Potom plati

k k k
m=> m;=>Y (nj—1)=> n;—k=n— k. Zaroven
m = ;7, 1— 1, tecja 1pIati k= 1,163 znamena, ze graf G je sivisly.
Takto dostavame, ze G je strom a (podla (ii)) medzi [ubovolnymi
jeho dvomi nesusednymi vrcholmi wu, v existuje jedinad u — v-cesta.
Tato cesta spolu s hranou uv v grafe G + uv potom vytvara jedin(
kruZznicu.
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(v) = (i): podla (v) mame, ze G neobsahuje kruznicu. Ak by bol
nesavisly, tak existuji dva vrcholy u, v, ktoré nesivisia (a teda nie
st ani susedné). Potom vsak pridanie hrany uv ku G nevytvori
kruznicu, o je spor s (v). Teda G je shvisly a neobsahuje kruznicu,
o podla definicie znamena, ze je strom.
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Definicia
Kostra grafu G = (V, E) je taky faktorovy podgraf T = (V, E’),
ktory je strom.

l

Lema

Graf G m3 kostru prave vtedy, ked je sivisly.

Dékaz: Ak G ma kostru T, tak kazdé dva vrcholy G savisia (T je
sGvisla a obsahuje vsetky vrcholy GG). Obratene, nech G je sivisly;
pouzijeme matematickd indukciu podla poétu k kruznic grafu. Ak
k =0, tak G je strom (a teda aj kostra); inak existuje hrana e
patriaca nejakej kruznici v G. Graf G — e je sivisly a ma menej
kruznic, ako G, teda G — e obsahuje kostru T, ktora je siucasne aj
kostrou G.
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Minimalna kostra

Definicia

Nech G = (V, E,w) je suvisly ohodnoteny graf s ohodnotenim hran
w: E — R*. Minimalna kostra grafu G je taka jeho kostra T, Ze
sucet w(T) = >, w(e) je minimalny.

ecE(T)

Algoritmus na ziskanie minimalnej kostry (Kruskal)

VSTUP: ohodnoteny graf G = (V, E, w)
VYSTUP: mnozina hran minimalnej kostry G

zotried (F,vzostupne)

T :=0
i:=0
pokial (|E;| < |V| — 1) opakuj
ti=14+1
ak (NeexistujeKruznica((V,T" U {e;}))) tak

T =T U {62}

S £ 1V
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Dékaz korektnosti algoritmu: Nech T je minimalna kostra
ohodnoteného grafu G' a nech T” je kostra ziskana Kruskalovym
algoritmom. Nech eq,...,e,_1 st hrany T" v poradi podla
vzrastajicej hodnoty. Predpokladajme, ze T' # T”; potom nech ¢;
je prva hrana T” nevyskytujaca sa v T. Uvazujme graf T + ¢;.
Tento graf obsahuje prave jednu kruznicu C, v ktorej existuje hrana
b E(T'). Graf Ty = (T + €;) — b je potom kostra G (neobsahuje
kruznice a ma rovako vela hran, ako T') a plati (vzhladom na
minimalitu 7') w(T1) > w(T) = w(T) + w(e;) — w(b). Z toho
dostavame w(e;) > w(b). Ak by vak tato nerovnost bola ostra,
tak v priebehu vykonavania algoritmu by sme museli vybrat v kroku,
kde sa vyberala hrana e; namiesto nej hranu b, ¢o je spor. Teda
w(e;) = w(b). Pre graf T1 =T + e; — b potom plati, ze

w(Ty) = w(T) a Ty ma s kostrou T” viacej spolonych hran, ako
T. Opakovanim tohto postupu ziskame kostru Ty, = T”, pre ktor(
(vzhladom na zachovavanie celkovej vahy pri kazdej vymene hréan)
w(T)=w(Ty) = =w(Tg) =w(T).
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Algoritmus na ziskanie minimalnej kostry (Prim/Jarnik)

VSTUP: ohodnoteny graf G = (V, E, w), vrchol vi € V
VYSTUP: mnoziny V', E’ vrcholov a hran minimalnej kostry G

V' i={un}
"=
pre kazdé (i = 1..|V| — 1) opakuj

vyberzy e E: z € V' y e V\ V' w(zy) je minimalna

V' =V'U{y}

E = F U{zy}
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Priklad

V' {a}

E:Q
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pridavand hrana: ab
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Priklad

V’: {a, b}

E’: {ab}

hrany na rozhodnutie: ae, be, bf, bc
pridavany vrchol: ¢

pridavand hrana: be

KOU
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Priklad
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Priklad
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Priklad

Vida b oc e f}

E’: {ab, be, ae, ef}

hrany na rozhodnutie: ei, ej, fj, fg, cg, ch, cd
pridavany vrchol: g
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Priklad
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Priklad
9
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Priklad
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hrany na rozhodnutie: ei, ej, fj, gj, kj, ko, kp, ki, hl,

pridavany vrchol: p
pridavand hrana: kp

hd, cd

KOU
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Priklad
5 3 9
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Priklad
@—>
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hrany na rozhodnutie: ei, ej, fj, gj, kj, ko, po
hd, cd

pridavany vrchol: d
pridavand hrana: hd
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Priklad
5 3 9
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pridavany vrchol: j
7 h) pridavand hrana: fj
1 |4
4 /D
2 e

KOU
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Priklad
@ 2 (h)— 3 () ? @ Vila b cefghkhpldj}

E’: {ab, b, ae, ¢f, fg, gk, kh, kp, ki, hd, fj}
hrany na rozhodnutie: ei, ji, jm, jn, jo, ko, po
pridavany vrchol: i
pridavand hrana: ji

KOU
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Priklad
5 9
@ D, @ Viabocefgkhpldji}

E’: {ab, be, ae, ef, fg, gk, kh, kp, kI, hd, fj, ji}
hrany na rozhodnutie: im, jm, jn, jo, ko, po
pridavany vrchol: m
pridavand hrana: jm

KOU
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Priklad
5 3 9
®@ (O—— @ Vilabeefakhpldjim)
E’: {ab, be, ae, ¢f, fg, gk, kh, kp, ki, hd, fj, ji, jm}
8 14 10 11 13 10 |6 hrany na rozhodnutie: mn, jn, jo, ko, po
pridavany vrchol: n
CE 1 G 2 2 7 ’D pridavana hrana: mn
12
9 6 8 5 1 4
O
ul
1
m

KOU
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Priklad
5 3 9
@ @ O, @ Viiabcefghkhpldjin m}
E’: {ab, bc, ae, ¢f, fg, gk, kh, kp, ki, hd, fj, ji, jm,
8| 1 e A | \ao |6 mn}
hrany na rozhodnutie: no, jo, ko, po
1 7 pridavany vrchol: o
(e h) pridavand hrana: jo
12
9 1 4
O )
2
ul 6

KOU
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Priklad
5 A3 9 , . ..
@ b) c @ Viia, bcefghkhpldjinmo}
E’: {ab, bc, ae, ¢f, fg, gk, kh, kp, ki, hd, fj, ji, jm,
10 e
8 10 41 |13 \J0 |6 e joh
7
@ D
12
9 1|4
o L ®
5 2
11 4, 7 8 6

KOU
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Dékaz korektnosti algoritmu: Nech T” je kostra ziskana
Primovym/Jarnikovym algoritmom. Nech eq,...,e,—_1 st hrany T”
v poradi, v akom boli algoritmom priddvané. Predpokladajme, ze T”
nie je minimalna kostra G.

Nech T je nejakd minimélna kostra G a nech k(T) je Cislo k také,
ze hrany e, ..., e patria T', ale ey 1 € E(T). Bez ujmy na
vseobecnosti, nech T je takd minimalna kostra, pre ktord je k(7))
najvacsie mozné.

Nech T} = (Vi, E)) je strom tvoreny hranami ey, ..., er. Potom
epr1 =2y, x € V(Tg),y & V(Ty). Graf T + e je savisly a ma
viac ako |V'| — 1 hran, teda obsahuje nejakd kruznicu C a

ex+1 € E(C). Sacastou C' je - okrem hrany zy - aj nejaka

x — y-cesta P v kostre T. Dalej, kedze = € Vi, y & Vj, aspon
jedna hrana e cesty P ma jeden koncovy vrchol z V. a druhy mimo
Vi. Zrejme € # ejy1,e € e(T),ex11 € E(T). Podla pravidiel
fungovania algoritmu potom w(ex11) < w(e).



(© Tomas Madaras 2008

Uvazujme graf T = (T + e;+1) — e. Tento graf je savisly a ma
|[V| — 1 hrén, je to teda kostra G. Sacasne

w(T) = w(T) — w(e) + wlepq) < w(T), teda T je opit
minimalna kostra G. Avsak k(T) > k(T), €o je spor.



