Sledy, tahy, cesty, kruznice

Definicia
Nech G = (V, E) je graf. Postupnost (vy,e1,v1,...,Vk_1, €k, Vk)
sa nazyva vy — vg-sled v G, ak pre kazdé i =0,...,k jev; €V a

pre kazdé j = 1,...,k jee; = vj_1vj € E. Cislo k sa nazyva dizka
sledu. Sled sa nazyva uzavrety, ak vy = v, inak sa nazyva
otvoreny.



Sledy, tahy, cesty, kruznice

Definicia
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Definicia
Sled (vo,e1,v1,...,Vk_1, €k, V) Sa nazyva tah, ak pre kazdé
i,7=1,...,k jee; # ej.




Sledy, tahy, cesty, kruznice

Definicia
Nech G = (V, E) je graf. Postupnost (vy,e1,v1,...,Vk_1, €k, Vk)
sa nazyva vy — vg-sled v G, ak pre kazdé i =0,...,k jev; €V a

pre kazdé j = 1,...,k jeej = vj_1v; € E. Cislo k sa nazyva dizka
sledu. Sled sa nazyva uzavrety, ak vy = v, inak sa nazyva
otvoreny.

Definicia

Sled (vo,e1,v1,...,Vk_1, €k, V) Sa nazyva tah, ak pre kazdé
i,jzl,...,kjeei#ej.

Definicia
Sled (vg,e1,v1,...,Uk_1, €k, Vi) Sa nazyva cesta, ak pre kazdé
0,7 =0,..., k3 # j jev; #vj.

|
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Uzavrety tah (vo, e1,v1,...,Uk—1, €k, V), v ktorom v; # v; pre
kazdéi,j=1,...,k — 1,i # j sa nazyva kruznica.
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Definicia

Uzavrety tah (vo, e1,v1,...,Uk—1, €k, V), v ktorom v; # v; pre
kazdéi,j=1,...,k — 1,i # j sa nazyva kruznica.

Priklad

(a,A,b,B,c, F,d,D,a) nie je
sled




(© Tomas Madaras 2007

Definicia

Uzavrety tah (vo, e1,v1,...,Uk—1, €k, V), v ktorom v; # v; pre
kazdéi,j=1,...,k — 1,i # j sa nazyva kruznica.

Priklad

(a,A,b,B,c, F,d,D,a) nie je
sled
(a,A,b,B,c,C,d,C,c,F,d,D,a)
je sled, ale nie je tah
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Definicia

Uzavrety tah (vo, e1,v1,...,Uk—1, €k, V), v ktorom v; # v; pre
kazdéi,j=1,...,k — 1,i # j sa nazyva kruznica.

Priklad

(a,A,b,B,c, F,d,D,a) nie je
sled
(a,A,b,B,c,C,d,C,c,F,d,D,a)
je sled, ale nie je tah
(a,A,b,B,c,C,d,E,b,H,e) je
tah, ale nie je cesta
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Definicia
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(a,A,b,B,c, F,d,D,a) nie je
sled
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(a,A,b,B,c,C,d) je cesta
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Definicia

Uzavrety tah (vo, e1,v1,...,Uk—1, €k, V), v ktorom v; # v; pre
kazdéi,j=1,...,k — 1,i # j sa nazyva kruznica.

Priklad

(a,A,b,B,c, F,d,D,a) nie je
sled
(a,A,b,B,c,C,d,C,c,F,d,D,a)
je sled, ale nie je tah
(a,A,b,B,c,C,d,E,b,H,e) je
tah, ale nie je cesta
(a,A,b,B,c,C,d) je cesta
(a,A,b,B,c,C,d,D,a) je

kruznica
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Definicia

Nech G = (V, E) je graf. Vrcholy u,v € V slvisia, ak existuje

u — v-sled v G. Graf sa nazyva suvisly, ak lubovolné dva vrcholy G
sdvisia.
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Definicia

Nech G = (V, E) je graf. Vrcholy u,v € V slvisia, ak existuje
u — v-sled v G. Graf sa nazyva suvisly, ak lubovolné dva vrcholy G
sdvisia.

Lema

Relacia savislosti vrcholov v grafe je relaciou ekvivalencie.

Kol
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Definicia

Nech G = (V, E) je graf. Vrcholy u,v € V slvisia, ak existuje
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sdvisia.
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Lema
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Dékaz: Relacia savislosti vrcholov je
o reflexivna: kazdy vrchol savisi sam so sebou (kedze v je
v — v-sled dlzky 0)
@ symetricka: ak vrchol u sivisi s v, tak existuje u — v-sled
(u = vg,€1,0V1,...,Vk_1, €k, U = V); potom
(Vk, €k, Vk—1, ..., V1,€1,00) j& v — u-sled, teda v savisi s u
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Definicia

Nech G = (V, E) je graf. Vrcholy u,v € V slvisia, ak existuje

u — v-sled v G. Graf sa nazyva suvisly, ak lubovolné dva vrcholy G
sdvisia.

Lema

Relacia savislosti vrcholov v grafe je relaciou ekvivalencie.

Dékaz: Relacia savislosti vrcholov je
o reflexivna: kazdy vrchol savisi sam so sebou (kedze v je
v — v-sled dlzky 0)
@ symetricka: ak vrchol u sivisi s v, tak existuje u — v-sled

(u = vg,€1,0V1,...,Vk_1, €k, U = V); potom

(Vk, €k, Vk—1, ..., V1,€1,00) j& v — u-sled, teda v savisi s u
@ tranzitivna: ak u sivisi s v a v sivisi s w, tak existuje

u—v-sled (u =vg,e1,v1,...,0%_1,€k, Uk =v) a v — w-sled

(v =wo, f1,w1,...,w_1, fI,w; = w); potom

(u = v0,€1,V1,... ,vk,l,ek,vk,fl,wl, e, Wi, fl,wl)

(zretazenie uvedenych sledov) je u — w-sled, teda u savisi s w.

Kol
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Vzhladom na relaciu savislosti vrcholov v grafe G = (V, E) potom
dostavame rozklad mnoziny V' na disjunktné podmnoziny

Vi,..., V) také, ze pre vietky i = 1,...,k st indukované grafy
G[V;] savislé a pre i,5 =1,...,k,i # j ziaden vrchol v € V;
nestvisi so ziadnym vrcholom v € V;. Grafy G[V;] sa nazyvaji
komponenty savislosti grafu G.
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Urcovanie savislosti vrcholov, hladanie komponentov

Algoritmus na najdenie komponentov savislosti

VSTUP: graf G = (V, E)
VYSTUP: pole komp
pre kazdy (z € V') komp[z] := 0
1:=0
pre kazdé (v € V') opakuj
ak (komp[v] = 0) tak
ti=1+1
/* BES pre vrchol v*/
v — RAD
komp[v] :=1
pokial (RAD # @) opakuj
RAD — u
pre kazdy (z susedny s u) opakuj
ak (komp|z] = 0) tak
komp[z] := komplu]
x — RAD
Po skonéeni algoritmu komp[z]| udava poradové Cislo komponentu

stvislosti G,ktory obsahuje vrchol z.

Kol
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Nech G = (V, E) je graf, V. = {V1,...,V,} a A je matica
susednosti G. Pre k > 1 polozme A%) = A+ . A Potom

©Q prvok ag? matice A®) je rovny poctu v; — v; sledov dizky k v
G
2
2] a;i) = deg(v;)
© G je savisly prave vtedy, ked pre vsetky i,j =1,...,n je

n—1
21 ag’kj) #0.
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Veta
Nech G = (V, E) je graf, V. = {V1,...,V,} a A je matica
susednosti G. Pre k > 1 polozme A%) = A+ . A Potom

(];) matice A®) je rovny poctu v; — v; sledov dizky k v

i’

O prvok a
G

2
o a;i) = deg(v;)
© G je savisly prave vtedy, ked pre vsetky i,j =1,...,n je
n—1
k
> ag’j) #0.
k=1

Dékaz: 1) matematickou indukciou podla k.

1°: pre k = 1 tvrdenie vyplyva z definicie matice A.
2° : Nech tvrdenie plati pre [ = k — 1. Pre | = k z definicie
nasobenia matic mame



n ( n
(k) — k=1) o . —
ar’ = Ap Gp,j = Sp

Scitanec s, udava pocet v; — v; sledov dizky k, ktorych posledna

hrana je vyv;. Ak vpv; € E, tak s, = 0. Kedze kazdy v; — v; sled
_ n
dlzky aspoii 1 ma nejakd posledna hranu vyvj, tak > s, udéva
p=0
pocet vsetkych v; — v; sledov dizky k.
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p=1 p=0

Scitanec s, udava pocet v; — v; sledov dizky k, ktorych posledna

hrana je vyv;. Ak vpv; € E, tak s, = 0. Kedze kazdy v; — v; sled
_ n

dlzky aspoii 1 ma nejakd posledna hranu vyvj, tak > s, udéva

p=0

pocet vsetkych v; — v; sledov dizky k.

2) Podla 1) je a®® rovné poctu v; — v;-sledov dlzky 2, €o je pocet

hran incidentnych s v;.



n ( n
(k) — k=1) =
ar’ = Ap Gp,j = Sp
p=1 p=0

Scitanec s, udava pocet v; — v; sledov dizky k, ktorych posledna
hrana je vyv;. Ak vpv; € E, tak s, = 0. Kedze kazdy v; — v; sled

- n

dlzky aspoii 1 ma nejakd posledna hranu vyvj, tak > s, udéva
p=0

pocet vsetkych v; — v; sledov dizky k.
2) Podla 1) je a®® rovné poctu v; — v;-sledov dlzky 2, €o je pocet
hran incidentnych s v;.
3) Ak G je savisly, tak pre lubovolné dva vrcholy v;,v; € V
existuje v; — v;-sled, a teda aj v; — v; cesta dlzky d <n — 1.

' ¢ (@) W)
Potom podla 1) plati a; ; #0, teda > a;; #0.
’ k=1



n n
(k—1) o
az “Apj = Sp
p=0

Scitanec s, udava pocet v; — v; sledov dizky k, ktorych posledna

hrana je vyv;. Ak vpv; € E, tak s, = 0. Kedze kazdy v; — v; sled
_ n

dlzky aspoii 1 ma nejakd posledna hranu vyvj, tak > s, udéva

p=0

pocet vsetkych v; — v; sledov dizky k.

2) Podla 1) je a®® rovné poctu v; — v;-sledov dlzky 2, €o je pocet

hran incidentnych s v;.

3) Ak G je savisly, tak pre lubovolné dva vrcholy v;,v; € V
existuje v; — v;-sled, a teda aj v; — v; cesta dlzky d <n — 1.

n—1
Potom podla 1) plati al(-d> # 0, teda Z al(-? # 0. Obratene, ak

Z a ij 75 0, tak existuje d také, ze a 7& 0. To znamen3, ze

EXIStUJe aspoi jeden v; — vj-sled (dlzky d). To plati pre vietky
1,j =1,...,n, teda graf G je savisly.

Kol
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Vzdialenost v grafoch

Definicia

Nech G = (V, E) je graf a u,v € V. Vzdialenost d(u,v) vrcholov
w,v je dlzka najkratsej u — v-cesty; ak u,v nesivisia, tak

d(u,v) := +o0.
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Vzdialenost v grafoch

Definicia

Nech G = (V, E) je graf a u,v € V. Vzdialenost d(u,v) vrcholov
w,v je dlzka najkratsej u — v-cesty; ak u,v nesivisia, tak

d(u,v) := +o0.

Definicia

Nech G = (V, E) je graf, V. = {v1,...,v,}. Matica vzdialenosti
grafu G je Stvorcova symetricka matica D = (d; ;) radu n taka, ze
pre kazdé i,j =1,...,n jed;; = d(v;,vj).



(© Tomas Madaras 2007

V kazdom siivislom grafe G = (V, E) plati:
Q@ (Vu,v e V) d(u,v) >0, pricom d(u,v) = 0 prave vtedy, ked
u=v
Q@ (Yu,v e V) d(u,v) =d(v,u)
Q@ (Vu,v,w e V) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)
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Veta
V kazdom siivislom grafe G = (V, E) plati:

Q@ (Vu,v e V) d(u,v) >0, pricom d(u,v) = 0 prave vtedy, ked
u=v

Q@ (Yu,v e V) d(u,v) =d(v,u)
Q@ (Vu,v,w e V) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

Dékaz: Prvé dve tvrdenia vyplyvaja priamo z definicie; k tretiemu
tvrdeniu: ak P; je nejaka najkratsia u — v-cesta dlzky I, a P
nejaka najkratsia v — w-cesta dlzky Iy, tak postupnost P P, dana
ich zretazenim je u — w sled, teda najkratsia u — w-cesta ma dizku
najviac Iy + la.
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Urcovanie vzdialenosti vrcholov

Algoritmus pre vzdialenosti vrcholov od pevne zvoleného vrchola
(modifikacia BFS)

VSTUP: graf G = (V, E), vrchol v € V
VYSTUP: pole dist

v — RAD
dist[v] := 0
pre kazdy (z € V) dist[z] := +oo
pokial (RAD # 0) opakuj
RAD — u
pre kazdy (z susedny s u) opakuj
ak (dist[z] = +00) tak
dist|z] := dist[u] + 1
xz — RAD

Po skonceni algoritmu dist[x] udava vzdialenost vrchola z od
vrchola v.

Kol
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Ak potrebujeme urcit vzdialenosti medzi vietkymi dvojicami
vrcholov v grafe, mézeme pouzit predchadzajici algoritmus pre
vietky vrcholy grafu postupne, alebo vypocitat maticu vzdialenosti
v grafe pomocou Floyd-Warshallovho algoritmu.
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Ak potrebujeme urcit vzdialenosti medzi vietkymi dvojicami
vrcholov v grafe, mézeme pouzit predchadzajici algoritmus pre
vietky vrcholy grafu postupne, alebo vypocitat maticu vzdialenosti
v grafe pomocou Floyd-Warshallovho algoritmu.

Princip: vychadzajic z modifikovanej matice susednosti (nuly mimo
hlavnej diagonély sa nahradia +00), postupne sa vypocitajd matice

DW . DM take, ze d( ) udava dizku takej najkratse]
V; — Vj- cesty, ktora obsahUJe len (niektoré) vrcholy z mnoziny
{v1,...,vx}. Potom plati:
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Ak potrebujeme urcit vzdialenosti medzi vietkymi dvojicami

vrcholov v grafe, mézeme pouzit predchadzajici algoritmus pre

vietky vrcholy grafu postupne, alebo vypocitat maticu vzdialenosti

v grafe pomocou Floyd-Warshallovho algoritmu.

Princip: vychadzajic z modifikovanej matice susednosti (nuly mimo

hlavnej diagonély sa nahradia +00), postupne sa vypocitajd matice
DW . DM take, ze d( ) udava dizku takej najkratse]

V; — Vj- cesty, ktora obsahUJe len (niektoré) vrcholy z mnoziny

{v1,...,vx}. Potom plati:

k) (k: 1) 4(k-1) k: 1)
dz(,j - mln{d 7dz(,k: }

(ak najkratsia v; — v;-cesta obsahujica vrcholy z mnoziny
{v1,..., v} neprechadza cez vy, tak jej dlzka je rovna dl(lz-fl); inak
pozostava z dvoch najkratsich ciest medzi vy a vy, resp. vy a vy,

ktoré uz neprechadzaju cez vi a maja dlzky dﬁ_l) resp. dg“j_l).)

Vysledna matica vzdialenosti D je rovna D).

Kol
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Algoritmus pre urCenie vietkych vzdialenosti v grafe

(Floyd-Warshall)

VSTUP: graf G = (V, E) a jeho matica susednosti A
VYSTUP: pole D

pre (i = 1..|V|) opakuj
pre (j = 1..|V|) opakuj
ak (A[z, 5] = 0) tak D[i, j] :== +o0 inak DJ[i, j] :=1
pre (i = 1..|V|) opakuj
DJi,i] :==0
/* samotny algoritmus */
pre (k = 1..|V|) opakuj
pre (i = 1..|V'|) opakuj
pre (j = 1..|V|) opakuj
ak (D[i, k] + D[k, j] < DI, j]) tak
Dli, j] := Dl[i, k] + DIk, j]

Zlozitost algoritmu je O(n?), kde n je pocet vrcholov grafu.

Kol
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Vzdialenosti v ohodnotenych grafoch

Definicia

Nech G = (V, E,w) je ohodnoteny graf a u,v € V. Dlzka

u—v-sledu S jew(S) = >, w(e) . Vzdialenost d(u,v) vrcholov
e€E(S)

w,v je dlzka najkratsej u — v-cesty; ak u,v nesivisia, tak

d(u,v) := +00.
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Vzdialenosti v ohodnotenych grafoch

Definicia

Nech G = (V, E,w) je ohodnoteny graf a u,v € V. Dlzka

u—v-sledu S jew(S) = >, w(e) . Vzdialenost d(u,v) vrcholov
e€E(S)

w,v je dlzka najkratsej u — v-cesty; ak u,v nesivisia, tak

d(u,v) := +00.

Definicia
Kruznica C' v ohodnotenom grafe G = (V, E,w) sa nazyva
zaporna, ak w(C) < 0.
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Vzdialenosti v ohodnotenych grafoch

Definicia

Nech G = (V, E,w) je ohodnoteny graf a u,v € V. Dlzka

u—v-sledu S jew(S) = >, w(e) . Vzdialenost d(u,v) vrcholov
e€E(S)

w,v je dlzka najkratsej u — v-cesty; ak u,v nesivisia, tak

d(u,v) := +00.

Definicia

Kruznica C' v ohodnotenom grafe G = (V, E,w) sa nazyva
zaporna, ak w(C) < 0.

Lema (trojuholnikova nerovnost)

Ak v ohodnotenom grafe G = (V, E,w) neexistuje zaporna
kruznica, tak pre kazdé u,v,w € V plati

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Q
O
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Dékaz: Staci uvazovat pripad d(u,w) < 400, d(v, w) < +o0.
Nech P; resp. P» je najkratSia u — v- resp. v, w-cesta v G.
Zretazenie ciest P P, je u — w-sled, ktory je bud u — w-cesta,
alebo z neho mozno ziskat u — w-cestu postupnym vynechavanim
kruznic (t.j. vynechavanim minimélnych podpostupnosti medzi
opakujacimi sa vyskytmi vrcholov v Py P,). KedZze G neobsahuje
zaporné kruznice, tak dizka takto ziskanej cesty je najviac

d(u,v) + d(v,w) a aspon d(u,w).
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Upozornenie

Ak v ohodnotenom (orientovanom) grafe G = (V, E, w) existuje
zaporna kruznica, tak medzi niektorymi dvoma vrcholmi wu, v
nemusi existovat najkratsi u — v-sled, hoci v iom existuje
najkratSia u — v-cesta:

u v
Zaporné kruznice tiez sposobuji zlyhanie beznych algoritmov pre
hl'adanie najkratsich ciest v ohodnotenych grafoch. Budeme preto
dalej predpokladat, Ze ohodnotenie hran w je nezaporné.



(© Tomas Madaras 2007

Urcovanie vzdialenosti vrcholov v ohodnotenych grafoch

Algoritmus pre vzdialenost dvoch vrcholov (Dijkstra)

VSTUP: graf G = (V, E), vrcholy u,v
VYSTUP: polia dist, pred

pre kazdy (z € V') opakuj
dist[z] := 400
pred[z] :=
oznaé(z, )
dist[u] :==0
opakuj
vyber neoznaceny x s minimalnym dist[z]
oznac(x)
z—T
ak (r = v) tak KONIEC inak
pre kazdé (ry € E : neoznaéeny(y)) opakuj
ak (distly] > dist[r] + w(ry)) tak
distly] := dist[r] + w(rj)
predly] :==r

Kol
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Po skonceni algoritmu st v poli dist ulozené vzdialenosti vrcholov
od u; pred|z] je vrchol, ktory je predchodcom = na najkratsej
u — x-ceste.

Zlozitost algoritmu je O(n? +m) = O(n?).
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist 0 0 [ 0o [ oo |00 |00 |o]|o]|ow
pred | O | D | D | D | DD |D|D|D

KO
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Priklad

¢c d e f g h i
dist | 0 o | 6 || 2| 0|w]|w
pred | Q| a |D|la|D|a|D|D|D

r=a

neozn. susedia: b, d, f

KO
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Priklad

¢c d e f g h i
dist | 0|33 |67 [2[5]9]x
pred | DS | fla|fla|f|f|@
r=f

neozn. susedia: b, c, e, g h

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist | 0|3 |3|6|6[2]|5]|9]|x
pred | D[ | fla|bla|f|f|@

r=»b

neozn. susedia: ¢, e

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist | 0|33 |6|6[2]|5]|4]|x
pred | Q| S| fla|b|al|f %)

r=c

neozn. susedia: d, h

KO




(© Tomas Madaras 2007

Priklad

b ¢ d e f g h i
dist | 0|33 |6 |5 [2]|5]4]|12
pred | Q| S| flal|h|al]|f h

r=h

neozn. susedia: g, i, e

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist {0336 |5 [2]|5]4]|12
pred | S| [ | fla|h|al|f h
r=e

neozn. susedia: d, g, i

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist { 0|33 |6 |5[2]|5]|4]|12
pred | S| [ | fla|h|al|f h
r=g

neozn. susedia: nie si

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist | 0|3 |3|6|5(2]5]|4|1
pred | DS | fla|h|al|f d

r=d

neozn. susedia: i

KO
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Priklad

b ¢ d e f g h i
dist | 0|3 |3|6|5(2]5]|4]|1
pred | DS | fla|h|al|f d

r=i
KONIEC

KO




