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Planarne a rovinné grafy

Graf G sa nazyva planarny, ak existuje jeho nakreslenie D, v ktorom
sa ziadne dve hrany nepretinaji. D sa potom nazyva rovinny graf.

Priklad

Dve nakreslenia grafu Kjy:

Nakreslenie vlavo je planarne, ale nie rovinné.

Kol
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Histéria - rekreatnd matematika, problém Styroch farieb (19. stor.)

Problém piatich kralovstiev (A.F. Mdbius, 1840)

Isty kral mal 5 synov; podla jeho véle mali synovia po jeho smrti
rozdelit kralovstvo na 5 Casti tak, aby kazda cast mala spolo¢ni
hranicu so vSetkymi ostatnymi castami (pozn. hranica nesmie
pozostavat z "jediného bodu"). Je to mozné?

Problém sluzieb (utility problem, H. Dudeney, 1913)

Do troch réznych domov treba zaviest elektrinu, plyn a vodu z
troch vyrobni tak, aby sa jednotlivé vedenia nekrizili. Je to mozné?

Problém styroch farieb (F. Guthrie, 1852)

Je mozné staty kazdej politickej mapy zafarbit pomocou najviac
Styroch farieb tak, aby Ziadne dva Staty so spoloénou hranicou
nemali ta istd farbu?
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Z geometrického hladiska je rovinny graf G' nejakd mnozina bodov
roviny (tvorend jednoduchymi krivkami, ktoré maji spolo¢né
koncové body). Mnozina R? \ G potom pozostava z niekol'kych
stvislych otvorenych mnozin, ktoré sa nazyvaja steny. Z nich je
prave jedna neohraniCend; tito sa nazyva vonkajsia stena G,
ostatné steny su vndtorné steny. Mnozinu vsetkych stien G
oznacujeme F(G).

Pre rovinny graf G mozno tiez definovat binarnu relaciu susednosti
stien na mnozine F'(G) (dve steny si susedné, ak maja spolo¢na
hranu) a binarne relacie incidencie stien s vrcholmi resp. hranami
(presna definicia vyuziva topologicky pojem hranice mnoziny).



Example
Priklad

Stena « inciduje s vrcholmi a, b, c a s hranami ab, be, ca.
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Definicia

Nech G je rovinny graf a o € F(G). Stupen steny « je pocet hran
incidentnych s o, pricom kazdy most sa zapocitava dvakrat.

Priklad

Stena v ma stupen 3, stena (3 Styri a stena 7y 15.

KO
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Nech G je rovinny graf s m hranami. Potom > deg(f) = 2m.
fer (@)

Dékaz: Ak hrana e rovinného grafu G je most, tak do stupha
incidujicej steny sa zapocCita dvakrat. Kazda ind hrana rovinného
grafu sa zapocita raz do stupna kazdej z dvoch stien, ktoré s fou

inciduja. Teda celkovo je kazda hranav )  deg(f) zapocitana
FEF(G)
dvakrat.
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Veta (Euler 1752)

Nech G je sivisly rovinny graf s n vrcholmi, m hranami a s
stenami. Potom n+ s =m + 2.

Dékaz: matematickou indukciou podla poctu k kruznic grafu.

1°: Ak k =0, tak graf G je strom (je savisly a bez kruznic), teda
plati m = n — 1. Dalej, kazdy rovinny diagram G ma jedini stenu
(to sa dokaze napr. matematickou indukciou podla poctu vrcholov
strom 1" obsahuje visiaci vrchol x incidentny s hranou zy; po jeho
odobrati ziskame mensi strom T — z, ktory ma podla indukéného
predpokladu rovinné nakreslenie. Visiaci vrchol z potom mozno
pridat spat do "malého" okolia y tak, aby hrana s nim incidentna
nepretinala iné hrany). Teda plati
n+s=n+l=mn-1)4+2=m+2.
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2° : Nech tvrdenie plati pre vsetky shvislé rovinné grafy s menej ako
k kruZnicami a nech G je savisly rovinny graf, ktory ma k > 0
kruznic. Potom existuje hrana e patriaca nejakej kruznici v G. Graf
G — e je suvisly (odobratie kruznicovej hrany sivislost nepokazi),
rovinny (je podgrafom rovinného grafu G), ma n’ = n vrcholov,

m’ =m — 1 hrdn a ' = s — 1 stien (e inciduje s dvoma stenami,
ktoré sa po odstraneni e spoja do jedinej steny). Podla indukéného
predpokladu potom plati n’ + s = m/ + 2, z &ho
n+(s—1)=(m—-1)+2 tedan+s=m+2.
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Désledok
Graf K5 nie je planarny.

Dékaz: Sporom - nech existuje rovinné nakreslenie grafu K5. Toto
nakreslenie ma potom 5 vrcholov a 10 hran, teda ma
10 + 2 — 5 = 7 stien. Kazda stena inciduje s aspon tromi hranami,
preto > deg(x) > 7.3 =21. Zaroven viak
:EEF(K5)
> deg(x) =2|E(K5)| =210 = 20, €o je spor.
z€F(K5)
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Désledok
Graf K33 nie je planarny.

Dokaz: Sporom - nech existuje rovinné nakreslenie grafu K3 3.
Toto nakreslenie ma potom 6 vrcholov a 9 hran, teda ma
9+2—6 =5 stien. Kedze K33 je bipartitny graf, tak neobsahuje
kruznice dizky 3 a teda kazda stena inciduje s aspoii Styrmi
hranami; preto > deg(x) > 5-4 = 20. Zaroven vsak
z€F(K5)

Y. deg(x) =2|E(K33)| =2-9 =18, o je spor.

2€F(K5)
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Désledok

Nech n > 3 a nech G je planarny n-vrcholovy graf s m hranami.
Potom m < 3n — 6, priom rovnost nastava prave vtedy, ked kazda
stena G ma stupen 3.

>
\ |
\

Dékaz: staCi dokazovat pre suvislé grafy. Uvazujme rovinné
nakreslenie GG, ktoré ma s stien. Kazda stena G inciduje s aspon

tromi hranami, preto > deg(f) > > 3 =3s. Na druhgj
JEF(G) fEF(Q)

strane, Y. deg(xz) = 2m, teda plati 2m > 3s. Podla Eulerovej
fer(@)

vety je n + s =m+ 2, teda 3n + 3s = 3m + 6. Z toho vyplyva

3m + 6 < 3n + 2m, teda m < 3n — 6. Rovnost nastava prave

vtedy, ked 2m = 3s, €o je prave vtedy, ked kazda stena G ma

stupen rovny 3.
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Désledok

Kazdy planarny graf obsahuje vrchol stupia najviac 5; hranica 5 je
najlepsia mozna.

Dékaz: Nech G je n-vrcholovy planarny graf s m hranami. Potom

Z 5 < Z deg(z) =2m < 2(3n —6) = 6n — 12
2eV(@)  zeV(Q)

teda
6n — 12 12

0 < =6——<6
n

n
z Coho vyplyva § < 5.
Graf pravidelného dvadsatstena je rovinny a 5-regularny, teda
hranica 5 v tvrdeni je najlepsia mozna.
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Désledok

Existuje prave pat pravidelnych mnohostenov: pravidelny Stvorsten,
kocka, osemsten, dvandststen a dvadsatsten:

octahedron

leLrahedru

cube

KO
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Dékaz: Ak je mnohosten M pravidelny, tak jeho graf G(M) je
rovinny, p-regularny a kazda stena ma stupen ¢ (pre nejaké p, q).
Nech G(M) ma n vrcholov, m hran a s stien. Plati

2m = np, 2m = sq. Po vyjadreni n, s a dosadeni do Eulerovho
vzorca dostavame

— —m=2
b q

2 2
m|—-—+-—-1)=2
P q

Je teda % + % —1>0, z ¢oho % + % > % Teda neméze sicasne
platit p > 4,q > 4; z toho dostavame, Ze (p, q) je niektora z piatich
dvojic:

2m  2m
— +
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pravidelny Stvorsten
kocka

pravidelny dvanaststen

pravidelny osemsten

e 6 66 o6 o
A~ o~~~
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pravidelny dvadsatsten
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Definicia
Graf H je podrozdelenim grafu G, ak ho mozno ziskat z G pridanim
vrcholov stupna 2 na hrany G (t.j. nahradenim hran G cestami).

Priklad

Prostredny graf je podrozdelenim lavého, avsak graf napravo nie.

Veta (Kuratowski 1930)

Graf je planarny prave vtedy, ked neobsahuje ako podgraf
podrozdelenie grafu Ks ani K3 3.




