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Princip matematickej indukcie

Uvazujme sicty za prvych n sebou idacich neparnych Cisel. Plati:
1=1=1%
1+3=4=2°
1+3+5=9=32
1+34+5+7=16=4>

Z toho by sme mohli dedukovat, ze

1434+ (2n—1) =n?

7 Ako dokazat platnost tohto vztahu ?
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Definicia

I\/Irzozvina N prirodzenych ¢isel je takd podmnozina mnozZiny R, ktora
splra:

Q0N

Q@zrzeN=zx+1€N

Q@ VACR) (0eA)AN(zreA=>2+1€A)=NCA

Podmienka 3) hovori, ze N je minimalna podmnozina R splnajica
prvé dve podmienky.
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Veta (princip matematickej indukcie )

Nech V (x) je vyrokova funkcia definovana na N, spliiajica
nasledovné podmienky:

Q V(0) plati
Q Vk)=V(k+1).
Potom V' (x) plati pre vsetky x € N.

Vyrok V' (0) sa nazyva zaklad indukcie, vyrok V (k) z predpokladu
implikacie sa nazyva indukény predpoklad.
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Dékaz: Nech A = {z € N: V(x) plati }. Zrejme plati A C N.
Z predpokladov vety mame, ze 0 € Aaakxz € A, takajx+1 € A.

Na zaklade tretej vlastnosti z definicie mnoziny N potom musi
platit N C A.

Teda A =N, Cize V(x) plati pre vsetky = € N.
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Modifikacia: zaklad indukcie méze byt aj rézny od nuly:

Veta
Nech V() je vyrokova funkcia definovana pre x € N,z = ko,
splriajiica nasledovné podmienky:
Q V (ko) plati
Q@ V(k)=V(k+1).
Potom V' (z) plati pre vsetky x € N,z > k.
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Priklad

LU W(in+ 1)
Dokazte, 1%21:7](}.) ).

1=1 “

1 1(1+1
1°: tvrdenie platipren=1: Y i=1= g

= 2
k k(k+1
2°: nech tvrdenie plati pre n =k, t.j. nech > i= (;)
i=1
Pre n = k 4 1 dostavame
k+1
k(k +1)
= (k kE+1=
Zz Zz +(k+1 5 th+

(E+1)(k+2) n(n+1)
2 2
teda tvrdenie plati aj pre n = k + 1.
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Veta (princip Gplnej indukcie )

Nech V (z) je vyrokova funkcia definovana na N, spliiajica
podmienku:

o (Vk<n)V(k))=V(n)
Potom V (x) plati pre vsetky x € N.

Dokaz: Nech A={z e N: V(x) plati } a nech B=N\ A.
Chceme ukazat, ze B = 0.

Sporom: nech B # (). Potom (kedze B C N) B ma najmensi
prvok; oznaéme ho n.

Kedze n ¢ A, tak plati =V (n). Avsak, pre kazdé m < n plati
V(m) (pretoze m je mensie ako najmensi prvok B, a teda m ¢ B).

Podla predpokladu vety potom dostavame, ze V(n) plati, o je
spor.

Kol
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Priklad

Dokazte, ze n priamok v rovine deli dand rovinu na najviac

n?+n + 2
.) {

casti.

Ozna€me dané priamky v rovine p1,...,p,. Ak budeme uvazovat
n — 1 priamok p1,...,pn_1, tak podla indukéného predpokladu
tieto priamky delia rovinu na najviac

—1)2 —1)+2 2_n+2
& )+2(n )+ _n 2n+ Casti. Priamka p, ma s

priamkami p1, ..., p,—1 najviac n — 1 priesenikov, ktoré ju
rozdeluji na najviac n €asti (dve z nich si polpriamky, ostatné
ausecky). Kazda z tychto polpriamok resp. Gseciek rozdeluje ast
roviny, v ktorej lezi, na dve nové Casti. Tymto sposobom pribudne

najviac n Casti roviny; spolu teda priamky p1, ..., p, delia rovinu na
.o on?P—n+2 n+n+2 _
najviac 5 +n= s Casti.



Dirichletov princip

Typicka formulacia ("holubnikovy princip"): ak sa v k holubnikoch
nachadza viac ako k holubov, tak v aspon jednom holubniku si
aspon dva holuby.

Veta (Dirichletov princip )

Nech A ={ay,...,an}, B={b1,..., by} si konecné mnoziny a
n > m. Potom neexistuje ziadne prosté zobrazenie f : A — B.
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Dékaz: Nech

S={neN: 3f)f: A ' B pre nejaké m < n}. Chceme
ukazat, ze S = (.

Sporom: nech S # (). Potom S méa najmensi prvok ng, t.j. ng je
najmensie prirodzené Cislo, pre ktoré existuje prosté zobrazenie

g: A “'p pre nejakd mnozinu A, |A| = ng a pre nejaké m < nyg.

Zrejme m > 1 (inak by bolo m =1 a pre ng > 1 = m by vsetky
zobrazenia z A do B boli konstantné, teda nie prosté).

Nech g(apn,) = by, 1 <7 <m.

Ak ziaden z prvkov g(ai),...,g(an,—1) nie je rovny by, tak
zobrazenie ¢’ : A\ {an,} — B\ {bn}, ktoré je zizenim zobrazenia
g na mnozinu A\ {an,} je prosté (kedze zizenie prostého
zobrazenia je samo prosté). To je vSak v spore s definiciou Cisla ng
(pretoze |A \ {an, }| < no).
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Dékaz (pokr.): Teda existuje j,1 < j < mng— 1 také, ze
g(aj) = by,. Kedze g je prosté, tak g(any) # bm, Cize r <m — 1.

Definujme zobrazenie h: A\ {an,} — B\ {bm} predpisom
h(aj) = br
h(ai) = g(ai) pre i # j

Plati, ze h je prosté, to je v3ak spor s definiciou Cisla ng.
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Modifikacia: ak je viac ako m - n objektov rozdelenych do n skupin,
tak v aspon jednej skupine sa nachddza aspon m + 1 objektov.

Priklad
Ukazte, ze spomedzi n celych cisel mozno vzdy vybrat niekolko
(mozno i jediné) tak, ze ich stcet je delitelny n.

Nech uvazované Cisla sl a1, as,...,a,. Uvazujme sacty
a,a1 +ag,...,a1 +ag + -+ an.

Ak niektory z nich je delitelny n, tak tvrdenie plati. Inak sa zvysky
po ich deleni Cislom n z mnoziny {1,2,...,n — 1}.

Z toho vyplyva, Ze existuji dva sacty a; + --- +a;,a1 + - - - + aj,
ktoré po deleni n davaji rovnaky zvySok; BUNV nech j > i. Potom
rozdiel a1 +---+a; — (@1 + -+ a;) = ajp1 +--- +a; je delitelny
n. Teda podmienkam dlohy vyhovuje €isla a;t1, ..., a;.
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Priklad
V desiatkovom zapise [ubovolného racionélneho ¢isla sa vzdy
vyskytuje opakujica sa postupnost cifier (pricom tieto moézu byt

nuly).

: . m : . .
Nech je dané racionalne €islo — (bez ujmy na v3eobecnosti

kladné). Vydelme "ru¢ne" m Eislom n, pokial nevyCerpame vsetky
cifry m; tymto spésobom dostaneme celti €ast daného Cisla (pred
desatinnou iarkou). Dalej vykonajme n + 1 deleni ¢islom n (opat
"rucne" postupnym pripisovanim 0). Takto dostaneme n + 1
zvyskov. KedZe roznych zvyskov po deleni n je prave n, podla
Dirichletovho principu sa niektory zvySok vyskytol dvakrat. Potom
postupnost zvyskov, ktoré sa vyskytuji medzi tymito dvomi
opakujiicimi sa zvyskami, sa pri dalsom deleni stale opakuje.
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Priklad (Erdds, Szekeres, 1935)

Dokazte, ze kazda postupnost n2 4 1 realnych &isel vzdy obsahuje

rydzomonoténnu (n + 1)-prvkovia vybrana postupnost.

Nech ¢Eleny uvazovanej postupnosti sii a1, az, ..., a,2,1. Kazdému
Elenu a; priradme usporiadant dvojicu (75, k;), kde r; je dlzka
najdlh3ej rastiicej vybranej postupnosti zacinajicej clenom a; a k;
je dizka najdlhsej klesajicej vybranej postupnosti za&inajicej aj.

Sporom: predpokladajme, Ze neexistuje vybrana rydzomonoténna
(n + 1)-prvkové postupnost. Potom pre kazdé j =1,...,n% +1
plati r; < n,k; < mn. Moznych usporiadanych dvojic (7, k;) je teda
n-n = n?. Podla Dirichletovho principu teda dve z n? + 1
existujacich usporiadanych dvojic musia byt rovnaké, t.j. existuja
gisla s,t € {1,...,n2 +1},s < t také, Ze rs = 1 a ks = ky.
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Priklad (pokr.)

Ak as < a4, tak pridanim Clena as pred Cleny rastiicej vybrane;j
podpostupnosti zacinajace]j a; ziskame rasticu vybran( postupnost
s rs + 1 ¢lenmi, €o je spor.

Ak as > a, tak rovnakym spésobom dostaneme klesajicu vybrana
postupnost s ks + 1 ¢lenmi, €o je opat spor.
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Priklad (BYTE Magazine 17 (6):45, June 1992)

Predstavitelia firmy WEB Technologies tvrdili, ze ich kompresny
program DataFiles/16 komprimuje v3etky typy siborov na cca
jednu Sestnastinu ich pévodnej vel'kosti a Ze pre subory velkosti
aspon 64 kB je tato kompresia bezstratova.

Uvazujme sabor dizky 16n bitov. Takychto saborov je 2167,

Lubovolny z tychto siborov sa ma dat skomprimovat na siibor
dlzky najviac n bitov. Pocet réznych suborov dlzky najviac n bitov
je20 42t 4. pon=ontl 7

Pretoze 2! — 1 < 26" podla Dirichletovho principu musia

existovat dva sibory dizky 16n bitov, ktoré po skomprimovani daji
ten isty sibor. Teda kompresia nemoze byt bezstratova.

(dalie informéacie napr. na
http://www.fags.org/faqs/compression-faq/partl/)

Kol



