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Zaklady kombinatorického pocitania

Predmetom kombinatoriky je skamanie rozli¢nych usporiadani
objektov; tieto objekty sa nazyvaja konfiguracie.

Zakladné typy kombinatorickych aloh si:

zostrojenie konfiguracii s urcitymi vlastnostami

dokaz existencie/neexistencie urcitej konfiguracie bez jej
skonstruovania

@ charakterizicia existujacich konfiguracii pomocou inych
pojmov a vlastnosti

@ urcenie poctu vsetkych konfiguracii s danymi vlastnostami
@ urcenie algoritmu na zostrojenie vietkych konfiguracii
@ vyber konfiguracii, ktoré st optimalne vzhladom na zvolené
kritéria
Mnozina, z prvkov ktorej si utvarané konfiguracie, sa nazyva

zakladna (bazova) mnozina.
Kol



(© Tomas Madaras 2007

Priklad

Zakladom mnohych cestovnych listkov v MHD réznych miest je
Stvorec 3 x 3, ktorého jednotlivé polia st ocislované postupne
1,2,3;4,5,6;7,8,9. Oznaceny listok ma styri polia perforované.
Kol'ko existuje réznych oznacenych listkov?

Zakladna mnozina je tu mnozina {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
konfiguracie st jej Stvorprvkové podmnoziny.

Priklad

Kol'ko je vietkych moznych rozostaveni Ciernych a bielych pesiakov
v hre "preskakovana" na Sachovnici 8 x 87 (pesiaci oboch farieb
obsadzujia len Cierne polia sachovnice, pricom kazdé Cierne pole je
obsadené najviac jednym pesiakom)

Zakladna mnozina je tu mnozina X = {1,...,32} (kazdému
Ciernemu polu sachovnice priradime "poradové Cislo").
Konfiguracie st usporiadané dvojice (B, C'), kde B, C st navzajom
disjunktné 8-prvkové podmnoziny X.
I L B
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Priklad (http://en.wikipedia.org/wiki/Password strength)

Heslo typu Environ ma nasledujicu struktiru:

spoluhlaska - samohlaska - spoluhlaska - spoluhlaska - samohlaska - spoluhléaska

- Cislo - cislo

Kolko hesiel typu Environ mozno utvorit z malych pismen anglickej
abecedy a desiatich cifier?

Zikladnd mnozina je tu mnozZina

X = {CL,b,...,Z}U{O,l,...g} = X; U X5 U X3, kde

X1 ={a,e,i,0,u,y}, Xo ={b,c,...,2}, X3 ={0,1,...,9}.
Konfiguracie s usporiadané osmice z kartezianskeho sacinu
Xo X X7 X X9 x X9 x X1 X Xo X X3 X X3.
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Najobvyklejsim typom kombinatorickej Glohy je urcit pocet
vietkych konfiguracii s urCitymi vlastnostami. K tomu je potrebné
urobit matematizaciu problému - popisat konfiguracie pomocou
typickych matematickych objektov (podmnoziny, usporiadané k-tice
a i.) a spravne urcit ich pocet. NajCastejsi zdroj omylov tkvie v
tom, Ze sa nevymenuji vietky konfiguracie, alebo Ze sa niektora
konfiguracia zapodita viackrat.
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Veta (pravidlo suctu )

Nech Y1, ...,Y,,,n > 2 si navzdjom disjunktné podmnoziny
n n

konecnej mnoziny Y také, ze Y = |J Y;. Potom |Y| = > |Y;].
=1 i=1

1=

Dékaz: matematickou indukciou podla n.

1°: Nech n=2. Nech Y7 ={ai,...,a,},Yo = {b1,...bs}.
Podla predpokladov je Y1 NY5 = (), teda
Y=Y1UY2={c1,...,¢r45}, kde pre vietky i = 1,...,r je

c; =a; aprevsetky j =1,...,5 je c,4j = b;. Teda
Y] =r+s="1]+|Ya|.
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2°: Nech tvrdenie plati pre n = k, t.j. nech
k
Y1 U---UYy| = > |Yi| pre mnoziny Yi,...,Y} také, ze

=1
YinY;=0prei,je{l,...,k},i # .
Pren=k+1jeYiU---UYy = (}/]_U"'UY,IC)UY]C_A'_l; kedze
pre 1 € {1,...,k}je Y1 NY; =, tak Yk+1ﬁ(Y1U'--UYk) = 0.
Vyuzijac prvi Cast dokazu, mame
‘Ylu- . -UYk+1‘ = ‘Ylu. . Yk‘—i-‘YkJrl’ £ ‘Yﬂ—i— +’Yk‘+‘Yk+1’
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Priklad
Kol'kokrat za den tvoria cifry na displeji 6-miestnych digitélnych
hodin rasticu postupnost?

Konfiguracie su tu usporiadané 3estice [x1, ..., z¢], kde z122 je
dvojcislie hodin (00...23), z3x4 dvojcislie minit a z5x¢ dvojcislie
sekind (00...59). Ak postupnost ma byt rastica, tak nutne musi
byt z5 € {4,5}.

V pripade x5 = 4 je pat moznosti pre konfiguracie
(01:23:45—01:23:49), vdruhom pripade 5 - 4 = 20 moznosti
(5 pre Stvoricu [x1, X2, 23, 4] a nezavisle od toho 4 pre volbu z¢);
spolu je teda 25 moznosti.
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Veta (pravidlo saéinu )

Nech Y1,...,Y,,n > 2 si kone¢né mnoziny. Potom
n

[¥i x -+ x Yol = [T Y.
i=1

Dékaz: matematickou indukciou podla n.

1°: Nech n=2. Nech Y7 ={ay,...,a,},Ya = {b1,...,bs} a
Y = Y1 X YQ.

Uvazujme mnoziny Y = {[z,y] € Y : o =a;}. Prei # j je

. . T . v
Y® 2£yU) aplati |J YW =Y. Dalej, pre vietky i = 1,...,r
i=1
plati |Y(i)] = 5. Podla pravidla sG¢tu potom dostavame

r .
Y=Y YO =r-s=v||¥al.
=1
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2° . nech tvrdenie pIatl’ pre n =k a nech Y1 = {a1,...,a,}.
Pren=k+1jeY; x -+ XYy =Y x (Yo x---xYy). Uvazujme
mnoziny J = {[z,y] € Y1 x (Ya X --- x Yi41) : = = a;}.Pre

T . v
i#jjeJO £ J0 aplati Vi x -+ X Yy = J JO. Dalej, pre
i=1
véetky i = 1,...,r plati |J()| = |Y5 x --- x Y}41|.Podla pravidla
T . .
sactu potom dostavame |V x --- x Yy 1| = 2 |J@| = r|JO| =
i=1

PlYo x - x Y| 2 #|Yal - [Yiewa| = [¥i] - [Ya] - . [Visal:
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Priklad

Kol'ko stvorcifernych Cisel delitelnych 5 mozno zostavit z cifier 0, 2,
4, 5, 8 (cifry sa mdzu opakovat) ?

Zakladna mnozina je X = {0,2,4,5, 8}, konfiguracie sa usoriadané
Stvorice z mnoziny Y = (X \ {0}) x X x X x {0,5}. Podla
pravidla si€inu je potom |Y| =4-5-5-2 = 200.
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Veta (zovSeobecnené pravidlo sicinu )

Nech X je kone¢nd mnozina, n > 2 a
S=A{[s1,---,8n]: (Vi=1,...,n)s € X} C X" je mnozina
spliiajiica nasledujice podmienky:

1) prvok s1 mozno z mnoziny X vybrat ny sp6sobmi

2) po akomkolvek vybere prvku si je mozné prvok sy vybrat z X
ngy spésobmi

j) po akomkolvek vybere usporiadanej (j — 1)-tice [s1,...,5j—1]
Je mozné prvok s; vybrat n; spésobmi

n
Potom |S| = [] ni.
i=1
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Dékaz: matematickou indukciou podla n.
1°: Nech n =2. Oznaéme S; = {[s1,52] C X?: s1 =1}, kde

i € I,|I| = ny1. Podla definicie mnoziny S je potom pre kazdé
i € I |S;| = ng; pouzitim pravidla satu potom mame

IS] = >_1Si] = > na =mn1-na.

icl icl
2°:  Nech tvrdenie plati pre n = k. Uvazujme mnozinu S
definovan( ako v tvrdeni pre n = k + 1 a oznacme

Si = {[s1,---,8r41] € X**1: sy =i} prei € I,|I| = ny. Potom
pre kazdé i € I je |S;| = |{[s2,...,sk41] € XF:
vybery sg,..., spy1 spliaja podmienky vety}| “Z ngy - - Nkt 1-
Pouzitim pravidla sG¢tu potom dostdvame
S1 = SIS = Smg v nss =y e g,

i€l icl
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Priklad
Kol'ko je patcifernych Cisel, ktorych cifry st navzajom rbézne?

Cifru najvyssieho radu mozno vybrat z 9 cifier (vsetky okrem nuly),
cifru druhého najvyssieho radu z 9 cifier (vyberame z 10 cifier, ale
musi byt rézna od prvej vybratej), cifru tretiecho najvyssieho radu z
8 cifier (musi byt rézna od prvych dvoch) atd. Pocet danych
patcifernych Cisel je potom 9-9-8-7-6 = 27216.



