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Planárne a rovinné grafy

De�nícia

Graf G sa nazýva planárny, ak existuje jeho nakreslenie D, v ktorom
sa ºiadne dve hrany nepretínajú. D sa potom nazýva rovinný graf.

Príklad

Dve nakreslenia grafu K4:

Nakreslenie v©avo je planárne, ale nie rovinné.
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História - rekrea£ná matematika, problém ²tyroch farieb (19. stor.)

Problém piatich krá©ovstiev (A.F. Möbius, 1840)

Istý krá© mal 5 synov; pod©a jeho vôle mali synovia po jeho smrti
rozdeli´ krá©ovstvo na 5 £astí tak, aby kaºdá £as´ mala spolo£nú
hranicu so v²etkými ostatnými £as´ami (pozn. hranica nesmie
pozostáva´ z "jediného bodu"). Je to moºné?

Problém sluºieb (utility problem, H. Dudeney, 1913)

Do troch rôznych domov treba zavies´ elektrinu, plyn a vodu z
troch výrobní tak, aby sa jednotlivé vedenia nekríºili. Je to moºné?

Problém ²tyroch farieb (F. Guthrie, 1852)

Je moºné ²táty kaºdej politickej mapy zafarbi´ pomocou najviac
²tyroch farieb tak, aby ºiadne dva ²táty so spolo£nou hranicou
nemali tú istú farbu?
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Z geometrického h©adiska je rovinný graf G nejaká mnoºina bodov
roviny (tvorená jednoduchými krivkami, ktoré majú spolo£né
koncové body). Mnoºina R2 \G potom pozostáva z nieko©kých
súvislých otvorených mnoºín, ktoré sa nazývajú steny. Z nich je
práve jedna neohrani£ená; táto sa nazýva vonkaj²ia stena G,
ostatné steny sú vnútorné steny. Mnoºinu v²etkých stien G
ozna£ujeme F (G).
Pre rovinný graf G moºno tieº de�nova´ binárnu reláciu susednosti
stien na mnoºine F (G) (dve steny sú susedné, ak majú spolo£nú
hranu) a binárne relácie incidencie stien s vrcholmi resp. hranami
(presná de�nícia vyuºíva topologický pojem hranice mnoºiny).
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Example

Príklad

Stena α inciduje s vrcholmi a, b, c a s hranami ab, bc, ca.
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De�nícia

Nech G je rovinný graf a α ∈ F (G). Stupe¬ steny α je po£et hrán
incidentných s α, pri£om kaºdý most sa zapo£ítava dvakrát.

Príklad

Stena α má stupe¬ 3, stena β ²tyri a stena γ 15.
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Lema

Nech G je rovinný graf s m hranami. Potom
∑

f∈F (G)

deg(f) = 2m.

Dôkaz: Ak hrana e rovinného grafu G je most, tak do stup¬a
incidujúcej steny sa zapo£íta dvakrát. Kaºdá iná hrana rovinného
grafu sa zapo£íta raz do stup¬a kaºdej z dvoch stien, ktoré s ¬ou
incidujú. Teda celkovo je kaºdá hrana v

∑
f∈F (G)

deg(f) zapo£ítaná

dvakrát.
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Veta (Euler 1752)

Nech G je súvislý rovinný graf s n vrcholmi, m hranami a s
stenami. Potom n + s = m + 2.

Dôkaz: matematickou indukciou pod©a po£tu k kruºníc grafu.

1◦ : Ak k = 0, tak graf G je strom (je súvislý a bez kruºníc), teda
platí m = n− 1. �alej, kaºdý rovinný diagram G má jedinú stenu
(to sa dokáºe napr. matematickou indukciou pod©a po£tu vrcholov
stromu: tvrdenie zrejme platí pre izolovaný vrchol. Kaºdý vä£²í
strom T obsahuje visiaci vrchol x incidentný s hranou xy; po jeho
odobratí získame men²í strom T − x, ktorý má pod©a induk£ného
predpokladu rovinné nakreslenie. Visiaci vrchol x potom moºno
prida´ spä´ do "malého" okolia y tak, aby hrana s ním incidentná
nepretínala iné hrany). Teda platí
n + s = n + 1 = (n− 1) + 2 = m + 2.
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2◦ : Nech tvrdenie platí pre v²etky súvislé rovinné grafy s menej ako
k kruºnicami a nech G je súvislý rovinný graf, ktorý má k > 0
kruºníc. Potom existuje hrana e patriaca nejakej kruºnici v G. Graf
G− e je súvislý (odobratie kruºnicovej hrany súvislos´ nepokazí),
rovinný (je podgrafom rovinného grafu G), má n′ = n vrcholov,
m′ = m− 1 hrán a s′ = s− 1 stien (e inciduje s dvoma stenami,
ktoré sa po odstránení e spoja do jedinej steny). Pod©a induk£ného
predpokladu potom platí n′ + s′ = m′ + 2, z £oho
n + (s− 1) = (m− 1) + 2, teda n + s = m + 2.
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Dôsledok

Graf K5 nie je planárny.

Dôkaz: Sporom - nech existuje rovinné nakreslenie grafu K5. Toto
nakreslenie má potom 5 vrcholov a 10 hrán, teda má
10 + 2− 5 = 7 stien. Kaºdá stena inciduje s aspo¬ tromi hranami,
preto

∑
x∈F (K5)

deg(x) ≥ 7 · 3 = 21. Zárove¬ v²ak∑
x∈F (K5)

deg(x) = 2|E(K5)| = 2 · 10 = 20, £o je spor.
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Dôsledok

Graf K3,3 nie je planárny.

Dôkaz: Sporom - nech existuje rovinné nakreslenie grafu K3,3.
Toto nakreslenie má potom 6 vrcholov a 9 hrán, teda má
9 + 2− 6 = 5 stien. Ke¤ºe K3,3 je bipartitný graf, tak neobsahuje
kruºnice d¨ºky 3 a teda kaºdá stena inciduje s aspo¬ ²tyrmi
hranami; preto

∑
x∈F (K5)

deg(x) ≥ 5 · 4 = 20. Zárove¬ v²ak∑
x∈F (K5)

deg(x) = 2|E(K3,3)| = 2 · 9 = 18, £o je spor.
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Dôsledok

Nech n ≥ 3 a nech G je planárny n-vrcholový graf s m hranami.
Potom m ≤ 3n− 6, pri£om rovnos´ nastáva práve vtedy, ke¤ kaºdá
stena G má stupe¬ 3.

Dôkaz: sta£í dokazova´ pre súvislé grafy. Uvaºujme rovinné
nakreslenie G, ktoré má s stien. Kaºdá stena G inciduje s aspo¬
tromi hranami, preto

∑
f∈F (G)

deg(f) ≥
∑

f∈F (G)

3 = 3s. Na druhej

strane,
∑

f∈F (G)

deg(x) = 2m, teda platí 2m ≥ 3s. Pod©a Eulerovej

vety je n + s = m + 2, teda 3n + 3s = 3m + 6. Z toho vyplýva
3m + 6 ≤ 3n + 2m, teda m ≤ 3n− 6. Rovnos´ nastáva práve
vtedy, ke¤ 2m = 3s, £o je práve vtedy, ke¤ kaºdá stena G má
stupe¬ rovný 3.
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Dôsledok

Kaºdý planárny graf obsahuje vrchol stup¬a najviac 5; hranica 5 je
najlep²ia moºná.

Dôkaz: Nech G je n-vrcholový planárny graf s m hranami. Potom

n · δ =
∑

x∈V (G)

δ ≤
∑

x∈V (G)

deg(x) = 2m ≤ 2(3n− 6) = 6n− 12

teda
δ ≤ 6n− 12

n
= 6− 12

n
< 6

z £oho vyplýva δ ≤ 5.
Graf pravidelného dvadsa´stena je rovinný a 5-regulárny, teda
hranica 5 v tvrdení je najlep²ia moºná.
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Dôsledok

Existuje práve pä´ pravidelných mnohostenov: pravidelný ²tvorsten,
kocka, osemsten, dvanás´sten a dvadsa´sten:
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Dôkaz: Ak je mnohosten M pravidelný, tak jeho graf G(M) je
rovinný, p-regulárny a kaºdá stena má stupe¬ q (pre nejaké p, q).
Nech G(M) má n vrcholov, m hrán a s stien. Platí
2m = np, 2m = sq. Po vyjadrení n, s a dosadení do Eulerovho
vzorca dostávame

2m

p
+

2m

q
−m = 2

m

(
2
p

+
2
q
− 1

)
= 2

Je teda 2
p + 2

q − 1 > 0, z £oho 1
p + 1

q > 1
2 . Teda nemôºe sú£asne

plati´ p ≥ 4, q ≥ 4; z toho dostávame, ºe (p, q) je niektorá z piatich
dvojíc:
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(3, 3): pravidelný ²tvorsten

(3, 4): kocka
(3, 5): pravidelný dvanás´sten

(4, 3): pravidelný osemsten

(5, 3): pravidelný dvadsa´sten
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De�nícia

Graf H je podrozdelením grafu G, ak ho moºno získa´ z G pridaním
vrcholov stup¬a 2 na hrany G (t.j. nahradením hrán G cestami).

Príklad

Prostredný graf je podrozdelením ©avého, av²ak graf napravo nie.

Veta (Kuratowski 1930)

Graf je planárny práve vtedy, ke¤ neobsahuje ako podgraf
podrozdelenie grafu K5 ani K3,3.
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