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Eulerovské grafy

Definicia

Nech G = (V, E) je graf. Uzavrety tah v G sa nazyva eulerovska
kruznica, ak obsahuje vsetky hrany G. Otvoreny tah obsahujici
vsetky hrany grafu sa nazyva eulerovska cesta. Graf sa nazyva
eulerovsky, ak obsahuje eulerovski kruZnicu.

Priklad

Dany graf nie je eulerovsky, ale
obsahuje eulerovski cestu
(a,ab,b,bc, ¢, cd, d, da, a, ac, c,
ce,e,ed,d,db).

KO
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Histéria - problém siedmich mostov mesta Kralovec (Kdnigsberg,
dnesny Kaliningrad):

Cez Kralovec preteka rieka Pregel, v ktorej sa nachadzaja dva
rie€ne ostrovy. V r. 1736 boli tieto ostrovy spojené navzajom a s
oboma brehmi rieky pomocou siedmich mostov:

S

Je mozné prejst po kazdom z mostov prave raz a vratit sa na
miesto, z ktorého sme vysli?

KO
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Problém je ekvivalentny s najdenim eulerovskej kruznice v
znazornenom multigrafe:

L. Euler v r. 1736 dokazal, ze dany problém nema riesenie (v
danom multigrafe dokonca neexistuje ani eulerovska cesta).

KO
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Lema
Ak G je graf s 6(G) > 2, tak G obsahuje kruznicu.

l

Dékaz: Nech P = (vg,e1,v1,...,0k_1, €k, Vg) je najdlhsia cesta v
G. Kedze deg(v) > 2, existuje hrana vy, y # vp_1. Potom viak
y € {v1,...,v5_2} (inak by bolo mozné P predlzit o vy, ¢o je
spor), teda (y,...,vk_1, €k, Vg, VrY, y) tvori kruznicu v G.

Veta

Nech G je suvisly graf. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(i) G je eulerovsky
(ii) kazdy vrchol G ma pérny stupen
P
(i) E(G)= U E;, pricom pre i # j je E; # E; a E; je hranova
i=1
mnozina nejakej kruznice v G (t.j. G je zjednotenim hranovo
disjunktnych kruznic).

Kol



(i) = (ii): Nech G je eulerovsky graf a

S = (vo,e1,v1,...,Vk_1,€k, Vo) je eulerovska kruznica v G. Ak
v; # v, tak kazdy vyskyt v; v zapise S prispieva 2 ku stupfiu
vrchola v;, a teda stupen v; je parny. Rovnaka Gvaha plati aj pre
vyskyt vg vnatri S; prva hrana e; a posledna hrana ey tiez dokopy
prispievaji 2 ku stuphu vy, a teda aj tento stupen je parny.
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(i) = (iii): Nech kazdy vrchol G ma parny stupen a G je sivisly.
Potom 6(G) > 2, teda G obsahuje kruznicu C. Dalej postupujeme
aplnou matematickou indukciou podla poctu kruznic grafu.
Uvazujme graf G — E(C), ktory vznikne z G odstranenim v3etkych
hran C; nech G1,..., G, si komponenty GG. Plati, ze vietky
vrcholy G — E(C') maja parny stupen (vrcholom z V(C') klesol
stupen o 2, ostatnym sa nezmenil). Teda kazdy komponent G; je
bud' izolovany vrchol, alebo je to savisly graf, ktory ma len vrcholy
parnych stupfiov a ma menej kruznic, ako G. Podla indukéného
predpokladu je Gi; zjednotenim hranovo disjunktnych kruznic
n; .

c ....c™). Potom C'U L}_OJ U ¢ je systém hranovo

i=1j=1
disjunktnych kruznic, ktorych zje]dnotenim je G.
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P

(it) = (iii): Nech | C; je systém hranovo disjunktnych kruznic,
i=1

ktorych zjednotenie je G, pricom ich indexy sl zvolené tak, ze pre

kazdé i =1,...,p—1je V(Cix1) N U V(Cj) # 0. Definujme
=1

podgrafy T1,...,7, C G nasledovne:j Ty :=C, Ty :=T; UCi4q.
Potom plati, ze kazdy podgraf T; je sim osebe eulerovsky
(dokazeme matematickou indukciou podla i. Tvrdenie zrejme plati
pre i = 1; ak plati pre i =1 a ;41 = V(1) N V(Ci41), tak
eulerovskid kruznicu v Tj41 mozno ziskat zretazenim eulerovskych
kruznic v 1} a Cj41 cez vrchol z;41), teda aj T), = G je eulerovsky.

Predchadzajica veta plati aj pre stvislé multigrafy.
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Désledok

Ak savisly graf ma 2k vrcholov neparneho stupna, tak mnozinu jeho
hran mozno rozloZit na k navzdjom (hranovo) disjunktnych
otvorenych tahov, z ktorych kazdy zacina aj konci vo vrchole
neparneho stupiia.




Hl'adanie eulerovskych kruznic v grafe

Hrana e v grafe G = (V, E) sa nazyva most, ak G — e ma viac
komponentov ako G.

Lema

Nech G je graf, ktorého vsetky vrcholy sii parneho stupria. Potom
G neobsahuje most.

Dékaz: Sporom - nech existuje graf G s vrcholmi parnych stupnov,
ktory obsahuje most e = uv. Nech e patri komponentu G’ grafu G.
Graf G’ je sivisly, teda G’ — e je nesavisly a pozostéva z dvoch
komponentov G, G),. Jeden z tychto komponentov obsahuje vrchol
u, druhy v; navySe viak obidva komponenty obsahuja jediny vrchol
neparneho stupiha (u resp. v), €o je spor.

Kol
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Princip hl'adania eulerovskej kruznice v grafe - zacneme z
lubovolného vrchola; ak uz mame zostrojeni Cast eulerovskej
kruznice T; (t.j. postupnost (vg,e1,v1,...,¢e;,v;) vrcholov a hran
eulerovského tahu), tak ako dalsiu hranu e; 11 = v;v;41 do Tj41
prednostne vyberame takd hranu incidentnd s v;, ktora nie je
mostom grafu G \ E(T;).
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Algoritmus pre najdenie eulerovského tahu (Fleury)

VSTUP: eulerovsky graf G = (V, E)
VYSTUP: eulerovska kruznica T'v G

vo := z € V lubovolny
To = (’Uo)
pre (¢ = 0..m) opakuj
ak (existuje e;+1 € M; : v; € ei41 @ #Komp((V, E\ E(T3))) =
#Komp((V, (B \ E(T3)) Uei41))) tak ,
Ti+1 = Tz =+ €i+1 + (ei+1 \ {1)7,}) /* predlienie t'ahu */
inak
vyber e;+1 € M; : v; € €;+1
Tit1:=T; + eir1 + (€i+1 \ {vi})
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Ty = (h)

vV, =

KO
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T, = (h, ha, a)
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T; = (h, ha, a, ab, b,
bi, i)

KO
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T, = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h)

KO
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Ts = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hl, 1)

KO
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Ts = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hl, 1,
)

KO
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T, = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hl, 1,
I, 1, Jk, k)

KO
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Ts = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hl, |,
I}, Jk, k. kd, d)

KO
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T, = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hl, 1,
If, f fk k kd, d,
de, ¢)

KO
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T = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, |,
If, 1 1k k, kd, d,
de, ¢, cb, b)

KO
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T = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, |,
If 1 1k k kd, d,
de, ¢, ¢b, b, bj, ))

KO
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T, = (h, ha, a, ab, b, d
bi, i, ih, h, hl, 1,
I.f fh k kd, d,
dec, ¢, cb, b, by, j, e
Jjd, d)

KO
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Ti; = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, I,
If, 1 1k k kd, d,
de, ¢, cb, b, bj, j, e
jd, d, de, e)

KO
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T = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, I,
If, 1 1k k, kd, d,
de, ¢, cb, b, by, j,
jd, d, de, e, ef, f)

ho\o/o /

KO
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Tis = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, I,
If, [ fk, k, kd, d,
de, ¢, cb, b, by, j,
jd, d, de, e, ef, f,
/g 8

O

KO
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Tis = (h, ha, a, ab, b,
bi, i, ih, h, hi, I,
If, [ fk, k, kd, d,
de, ¢, cb, b, by, j,
jd, d, de, e, ef, f,
/g g gh h)

KO
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Dékaz korektnosti algoritmu: Nech vysledkom algoritmu je tah
Ty = (vo,e1,v1, ..., €k, ) a nech G; je graf, ktory vznikne z G
odobratim hran ey, ..., e;. Zrejme plati degg, (vx) = 0 (inak by
bolo mozné tah T}, predlzit), teda je vy = vg. Predpokladajme
sporom, ze T} neobsahuje vietky hrany G, teda ze F(Gy) # 0.
Definujme mnozinu

W ={veV(G): degg, (v) >0}

Kedze G je savisly graf, T} navstivi W aspon raz. Nech v, je
posledny vrchol tahu Ty, ktory je z W; t.j. t je najvdcSie prirodzené
Cislo, pre ktoré vy € W. Potom vy € W. Kedze ;11 je posledna
hrana tahu T}, zasahujaca do W a G ma hrany len na mnozine
W, tak e;y1 je jedina hrana grafu Gy spéajajica vrchol z W's
vrcholom mimo W, t.j. e;+1 je most v Gy
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Nech e # €41 je nejakd hrana G, incidentnd s v, (kedze
dege, , (vt) > degg, (vi) > 0, taka hrana existuje). Vzhladom na
pravidlo vyberu hran pri predlzovani tahu e musi byt most v G,
(inak by bola vybratd miesto e;;1); navy3e plati, Ze e je mostom v
podgrafe G’ grafu Gy, ktory je indukovany vrcholmi W. Pritom sa
vsak podgraf indukovany W odoberanim dalsich hran tahu T}, uz
nezmeni. Teda stupne vrcholov Gy, aj G’ s parne, ¢o je spor s
predoslou lemou.
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Hamiltonovské grafy

Definicia

Cesta (resp. kruznica) v grafe sa nazyva hamiltonovska, ak
obsahuje vsetky vrcholy grafu. Graf sa nazyva hamiltonovsky, ak
obsahuje hamiltonovski kruZnicu.

L

Dany graf je bipartitny a nie je hamiltonovsky, pretoze na
hamiltonovskej kruznici by sa museli striedat Cierne a biele vrcholy,
¢o nie je mozné (nie je ich rovnako vela).

Kol



Histéria - hra "cesta okolo sveta" (sir W.R. Hamilton, 1857)

|

http://puzzlemuseum.com/month/picm02/200207icosian.htm
Svet predstavuje graf pravidelného dvanaststena (vrcholy sa
vyznamné hlavné mesta); Glohou je vyjst z niektorého mesta, prejst
kazdym mestom prave raz a vratit sa spat na zaciatok.
Kol
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Priklad

Petersenov graf:

Ak by tento graf bol hamiltonovsky, tak hamiltonovska kruznica
musi prechadzat niektorymi dvomi z piatoch hréan, ktoré spajaji
vrcholy vonkajsej a vnatornej kruznice dlzky 5; vzhladom na
symetriu grafu existuji dve moznosti, z ktorych kazda vsak vedie k
sporu.
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Veta

Nech G = (V, E) je hamiltonovsky a S C V.S # (). Potom
c(G—8) <|S|, kde ¢(G — S) je pocet komponentov grafu G — S.

Dékaz: Nech C' je hamiltonovska kruznica v G. Potom plati
c(C — 8) < |S|. Kedze C je faktorovym podgrafom G, tak
c(G—8)<c(C—285), teda ¢(G—5) <|S].

Veta (Dirac)

Nech G je siivisly n-vrcholovy graf s n > 3 taky, ze (G) > 5.
Potom G je hamiltonovsky.

Q
O
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Dékaz: Sporom - nech existuje savisly n-vrcholovy graf
G=(V,E)sn>3ad(G)=> 1%, ktory nie je hamiltonovsky. Bez
ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze G je maximalny graf s
touto vlastnostou, t.j. pre lubovolné dva nesusedné vrcholy
u,v € V nech graf G + uv je uz hamiltonovsky. Potom G obsahuje
hamiltonovskd cestu P = (vy,...,vy,). Definujme
S={v;eV: vy € E},T ={v; €V : vju, € E}. Plati:
° ‘S‘ = deg(vl) = 27 |T| = deg(vn) = %
e SNT = {: ak by existoval vrchol v, € SN T, tak
(v1,V2, .., Vky Upy Up—1, - - -, Vk+1,01) j& hamiltonovska
kruznica v G, €o je spor
e |SUT| < n: vrchol v, nepatri ani S, ani T
Potom n > |SUT| = |S|+|T| > § + § = n, ¢o je spor.
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Veta (Ore)

Nech G je suvisly n-vrcholovy graf s n > 3 taky, zZe pre kazdé dva

nesusedné vrcholy u,v € V(G) plati deg(u) + deg(v) > n. Potom
G je hamiltonovsky.




