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Algoritmy farbenia grafov

Princip hladného algoritmu farbenia vrcholov - vrcholy grafu
usporiadame do nejakej postupnosti; pri farbeni vrchola x
pouzijeme prvi volni farbu, ktora nie je pouzitd na susedoch x
vyskytujacich sa v postupnosti pred .

Definicia

Nech G = (V, E) je n-vrcholovy graf a nech je dané poradie jeho
vrcholov vy, ..., v,. Hladné k-farbenie (angl. greedy colouring)
grafu G vzhladom na poradie vrcholov vy, . .., v, je regularne
k-farbenie c také, Ze pre kazdé i = 1,...,n plati, ze c(v;) je
najmensie Cislo, ktoré nie je pouZité na susedoch v; vyskytujicich
sa v mnozine {v1,...,v;_1}.

Welsh-Powellov algoritmus hladného farbenia

Pouzije sa hladny algoritmus, pricom poradie v1, ..., v, je zvolené
tak, ze deg(vy) > --- > deg(vy).
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Veta
Nech G = (V, E) je n-vrcholovy graf a deg(v1) > -+ > deg(vy).
Potom x(G) <1+ max min{deg(v;),7 — 1}.

Dékaz: Pri zvolenom poradi vrcholov tak, aby postupnost ich
stupnov bola nerastiica, ma vrchol v; najviac min{deg(v;),7 — 1}
susedov spomedzi vrcholov vy, ..., v;_1, teda Welsh-Powellov
algoritmus mu priradi farbu, ktora nie je vidcsia ako

1+ min{deg(v;),7 — 1}. To plati pre vsetky vrcholy, teda
algoritmus pouzije celkovo 1 + max min{deg(v;),7 — 1} farieb.

Upozornenie

Welsh-Powellov algoritmus vo vSeobecnosti nemusi najst presnd
hodnotu chromatického Eisla grafu (vid napr. graf K, ,); hladné
farbenie pre niektoré poradia vrcholov méze dokonca pouzit viac
farieb, nez je maximalny stupen grafu.
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Grafové postupnosti

Kazdému grafu G = (V, E) s V = {v1,...,v,} mozno jednoznacne
priradit postupnost {s;}7 ,, kde s; = degq(v;) prei =1,...,n.
Obrétena otazka je, ¢i kazda konecna postupnost nezapornych
celych Cisel je postupnostou stupiov vrcholov nejakého grafu.

Definicia

Postupnost {d;}7_, sa nazyva grafova, ak existuje n-vrcholovy graf
G taky, ze {d;}!'_, je postupnost jeho stupriov.
Ak {d;}!"_, je grafova postupnost, tak pre kazdé i =1,...,n je
n
0<di<n-—1a) di=0( mod 2). Tieto podmienky vsak nie

i=1
s postacujace (€o vidno napr. na postupnosti (1,1,3,3,5,5)).
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Veta (Havel 1955)

Nech je dana postupnost {d;}}'_,,n > 2, pricom
di>dy>--->dy,al <d; <n-—1. Potom {d;}}_, je grafova
prave vtedy, ked je grafova postupnost

(dy—1,ds—1,... dg 41 — 1,dg, 42, .., dn).

Doékaz: Ak (do —1,d3 —1,...,dg,+1 —1,dg, 42, ..,dy) je grafova
postupnost, tak existuje graf Go = (Va, Es), Va = {va,...,vn}
taky, ze pre kazdé i = 2,...,d; + 1 je degg, (v;) = d; — 1 a pre
kazdé j = d1 +2,...,n je degq, (v;) = d;. Zostrojme graf G tak,
ze ku grafu G2 pridajme novy vrchol v; a spojme ho novymi
hranami s vrcholmi v, ..., v4,11. Potom plati degg, (v1) = di, pre
i=2,...,d1 +1 jedegg, (v;) =degg,(v;)) +1=d;i—1+1=4d; a
pre ostatné i je degq, (v;) = degg, (v;) = d;. Teda G ma
postupnost stupiiov vrcholov prave {d;}" ;, Cize tato postupnost je
grafova.

Kol



(© Tomas Madaras 2008

Nech {d;}!" ; je grafova postupnost. Potom existuje graf
H=(V,E),V ={vy,...,v,} taky, ze pre kazdé i = 1,...,n je
degy (v;) = d;. Dalej rozlisime dva pripady.

e V grafe H je vrchol vy spojeny s kazdym vrcholom v; pre
1=2,...,d; + 1. Potom graf H — v; ma postupnost stuphov
vrcholov prave (do — 1,d3 — 1,...,dg,+1 — 1,dg, 42, - .-, dyp),
teda tato postupnost je grafova.
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e V grafe H existuje vrchol v;, 2 <1i < dj + 1, ktory nie je
spojeny hranou s v1. Kedze degy(v1) = dy, tak existuje vrchol
v;, di +2 < j < n, ktory je spojeny hranou s v;. Pretoze
J > 1, existuje dalej vrchol vy, susedny s v;, ale nesusedny s v;.
Z grafu H odoberme hrany viv;,v;vi, a pridajme hrany
010, VjV,. Tym vznikne graf H', ktory ma ta istd mnozinu
vrcholov a ti istl postupnost stupfiov vrcholov, ako graf H.
Avsak, v grafe H' ma vrchol vy medzi vrcholmi va, ..., v4, 11
zopakujeme horeuvedenii analyzu pripadov pre H', tak po
koneénom pocte krokov dostaneme graf spliajaci prvy pripad.
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Priklad

Zistite, Ci postupnost (6,6, 5,4, « 3.3,2,1,0,0,0) je grafova.
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Podl'a Havlovej vety postupne dostavame

(6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0,0,0) — (6,6,5,4,3,3,3,3,2,1) —

(5,4,3,2,2,2,3,2,1) — (5,4,3,3,2,2,2,2,1) —

3,2,2,1,1,2,2,1) — (3,2,2,2,2,1,1,1) —
(1,1,1,2,1,1,1) — (2,1,1,1,1,1,1) —

(0,0,1,1,1,1) — (1,1,1,1) — (0,1,1) — (1,1) — (0).

Posledna postupnost je grafova (zodpoveda izolovanému vrcholu),
teda aj povodna postupnost je grafova.
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