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Princip inkltzie/exklazie

Ak st dve konecné mnoziny A, B disjunktné, tak podla pravidla
sactu plati
[AUB| = |4] + |B|
Ak nie st disjunktné, tak plati
|AUB| = |A|+ |B| —|AN B|

(schematicky dékaz napr. pomocou Vennovych diagramov)
Pre tri mnoziny A, B, C mame vztah

|[AUBUC| = |A]+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+]|ANBNC|
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Veta (princip inklazie/exklazie)

Nech Ay, ..., A, si konecné mnoZiny. Potom
m
UAz' = Z (-nyHit ﬂAi
=0 IC{1,..., m} el
T%0

pricom suma prebieha cez vsetky neprazdne podmnoZiny mnozZiny
{1,...,m}.

m
Dékaz: Uvazujme lubovolny prvok z € |J A;. Potom k poctu
i=1

prvkov zjednotenia

m
U Ai‘ tento prvok prispieva poctom 1.

=1
Spocitame, kolko tento prvok prispieva k sume na pravej strane
rovnosti.
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Nech x patri prave 7 mnozindm spomedzi Aq,...,A,,1 < j < n;
bez ujmy na vieobecnosti ich mdzeme preindexovat tak, aby z patril
prave mnozindm Ap,..., A;. Prvok x sa teda objavuje v prieniku
kazdej k-tice mnozin z Ay,..., A; a v Ziadnych inych prienikoch;
teda x sa objavuje v (i) prienikoch k-tic mnozin z Ay, ..., A;j.
Prvok x teda na pravej strane prispieva poctom

. (7 J i+1(J
— — . —1)t
1= (2) ¢ (5) ()
To je podla binomickej vety rovné 1 (= ( ) ), pretoze
+

0=(1-1)"==@)+ 1) =)+ + (D).
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Interpretdcia rovnosti z vety: ak je dand mnozina .S, ktorej prvky
mozu mat vlastnosti p1,...,pm a A; C S obsahuje tie prvky S,
ktoré maja vlastnost p;, tak lavéa strana rovnosti udava pocet
prvkov S, ktoré maji aspon jednu z vlastnosti p1,...,pm. Na
pravej strane sa potom zapoéitava (zohladhujac znamienko) pocet
prvkov, ktoré maji siéasne niekolko vlastnosti.

Oznacenie: X = S\ X, kde X C S
Désledok

Nech je dand koneénd mnozina S a nech Ay, ... A, CS. Potom

A4 =181- > N4

1 1c{1,..., m} el

=

7
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Interpretacia: [ava strana rovnosti udava pocet tych prvkov

mnoziny .S, ktoré nemaja Ziadnu z vlastnosti p1, ..., pm.
Désledok
Nech je dana konecnd mnozina S a nech Ay,... A, CS. Ak pre
kazdé t € {1,...m} a pre [ubovolni mnozinu I = {iy,... it} C
{1,...,m} pocet prvkov (| A; zavisi len na t, tak

el

A;

IDE

= I8+ Zf’;(_ly (") ﬂ 4.

1

=
I
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Priklad
Kol'ko kladnych celych Cisel mensich ako 10000 nie je delitelnych
ani 6 ani 107

¢ N\
e
N
(
(T
C
»)
>
@
S

Nech p; oznacuje vlastnost "<islo je delitelné 4", py vlastnost "Cislo
je delitelné 6" a p3 vlastnost "¢islo je delitelné 10". Potom
(pouzijic predoslé oznagenia) | S| = 9999, |A;| = L%J =

2499, |A| = | 222 ] = 1666, |A3| = [9999J 999. Dalej je

|A; N Ag| = [ 252] = 833 (&islo je delitelné 4 a zaroven 6 prave
vtedy, ked je delitelné 12), |4y N As| = | 232 | = 333,41 N A3| =
|9999 | =499, |41 N Ay N As| = | 2392] = 166. Podla principu
inklazie/exkluzie je potom pocet hladanych cisel rovny

|Z1 N ZQ N Zgl =

9999 — 2499 — 1666 — 999 + 833 + 499 + 333 — 166 = 6334.
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Definicia
Cisloi € {1,...,n} je pevny bod permutacie
7: {1,...,n} = {1,...,n}, ak (i) = i.

Priklad

Kol'ko je n-prvkovych permutacii, ktoré nemaja ziaden pevny bod 7

Nech S je mnoZina vietkych n-prvkovych permutacii a nech p; pre
i € {1,...,n} oznauje vlastnost "i je pevny bod permutacie".
Potom |A;| = |As| = -+ =|4,| = (n — 1)! (fixujeme jedno &islo
ako pevny bod, zvysnych n — 1 &isel mozno na ich miestach
preusporiadat (n — 1)! spésobmi), pre v3etky i,j € {1,...,n},

i # jje |A; N Aj| = (n —2)! (pre fixované dva pevné body i, j
mozno zvysnych n — 2 Cisel na ich miestach usporiadat (n — 2)!
sposobmi).

Kol



(© Tomas Madaras 2007

Priklad (pokr.)

Vo vieobecnosti, pre kazdé t = 1,...,n a pre kazdi mnozinu
indexov {i1,...,9:} C{1,...,n} plati |[4;, Nn---NA;|=(n—-1t)
Podl'a désledku principu inklazie/exklizie potom dostavame, ze
pocet n-prvkovych permutacii bez pevného bodu je rovny

n! — (?)(n—l)!—i— (Z)(n—Q)!— <§)(n—3)!+...

-l—(—l)t(?)(n—t)!—i----:n! (1—11!+21! S (—1)”)

21 3 n!

Pre dostatoéne velké n plati
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Definicia

Eulerova funkcia ¢(n) prirodzeného Cisla n je pocet prirodzenych
Cisel mensich ako n, ktoré sii s n nesudelitelné.

Priklad

Odvod'te vztah pre p(n).

Nech n = p?lpg‘Q ...py"* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom disla,
ktoré sa nezapocitaju do hodnoty ¢(n) s prave tie Cisla mensie
ako n, ktoré si nasobky niektorého p;.
Oznaéme A, = {m € {1,...,n}: pilm}. Potom

k

o(n) =n— iulAi‘.

v n n
Dalej je |Ai| = —, |[AiNA;| = apre kazdet =1,...,n a pre
bi iDj
kazdi mnozinu indexov {iy,...,i:} C {1,...,n} plati
n
Ay N NA; | = ———.
DPiy - - - Diy

Kol
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Priklad (pokr.)
Podla principu inklazie/exklazie potom plati

ret o afT(i- )

1< <<t <n




