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Algoritmy farbenia grafov

Princíp hladného algoritmu farbenia vrcholov - vrcholy grafu
usporiadame do nejakej postupnosti; pri farbení vrchola x
pouºijeme prvú vo©nú farbu, ktorá nie je pouºitá na susedoch x
vyskytujúcich sa v postupnosti pred x.

De�nícia

Nech G = (V,E) je n-vrcholový graf a nech je dané poradie jeho
vrcholov v1, . . . , vn. Hladné k-farbenie (angl. greedy colouring)
grafu G vzh©adom na poradie vrcholov v1, . . . , vn je regulárne
k-farbenie c také, ºe pre kaºdé i = 1, . . . , n platí, ºe c(vi) je
najmen²ie £íslo, ktoré nie je pouºité na susedoch vi vyskytujúcich
sa v mnoºine {v1, . . . , vi−1}.

Welsh-Powellov algoritmus hladného farbenia

Pouºije sa hladný algoritmus, pri£om poradie v1, . . . , vn je zvolené
tak, ºe deg(v1) ≥ · · · ≥ deg(vn).
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Veta

Nech G = (V,E) je n-vrcholový graf a deg(v1) ≥ · · · ≥ deg(vn).
Potom χ(G) ≤ 1 + max

1≤i≤n
min{deg(vi), i− 1}.

Dôkaz: Pri zvolenom poradí vrcholov tak, aby postupnos´ ich
stup¬ov bola nerastúca, má vrchol vi najviac min{deg(vi), i− 1}
susedov spomedzi vrcholov v1, . . . , vi−1, teda Welsh-Powellov
algoritmus mu priradí farbu, ktorá nie je vä£²ia ako
1 + min{deg(vi), i− 1}. To platí pre v²etky vrcholy, teda
algoritmus pouºije celkovo 1 + max

1≤i≤n
min{deg(vi), i− 1} farieb.

Upozornenie

Welsh-Powellov algoritmus vo v²eobecnosti nemusí nájs´ presnú
hodnotu chromatického £ísla grafu (vi¤ napr. graf Kn,n); hladné
farbenie pre niektoré poradia vrcholov môºe dokonca pouºi´ viac
farieb, neº je maximálny stupe¬ grafu.
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Grafové postupnosti

Kaºdému grafu G = (V,E) s V = {v1, . . . , vn} moºno jednozna£ne
priradi´ postupnos´ {si}n

i=1, kde si = degG(vi) pre i = 1, . . . , n.
Obrátená otázka je, £i kaºdá kone£ná postupnos´ nezáporných
celých £ísel je postupnos´ou stup¬ov vrcholov nejakého grafu.

De�nícia

Postupnos´ {di}n
i=1 sa nazýva grafová, ak existuje n-vrcholový graf

G taký, ºe {di}n
i=1 je postupnos´ jeho stup¬ov.

Ak {di}n
i=1 je grafová postupnos´, tak pre kaºdé i = 1, . . . , n je

0 ≤ di ≤ n− 1 a
n∑

i=1
di ≡ 0 ( mod 2). Tieto podmienky v²ak nie

sú posta£ujúce (£o vidno napr. na postupnosti (1, 1, 3, 3, 5, 5)).
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Veta (Havel 1955)

Nech je daná postupnos´ {di}n
i=1, n ≥ 2, pri£om

d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn a 1 ≤ d1 ≤ n− 1. Potom {di}n
i=1 je grafová

práve vtedy, ke¤ je grafová postupnos´

(d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn).

Dôkaz: Ak (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn) je grafová
postupnos´, tak existuje graf G2 = (V2, E2), V2 = {v2, . . . , vn}
taký, ºe pre kaºdé i = 2, . . . , d1 + 1 je degG2

(vi) = di − 1 a pre
kaºdé j = d1 + 2, . . . , n je degG2

(vi) = di. Zostrojme graf G1 tak,
ºe ku grafu G2 pridajme nový vrchol v1 a spojme ho novými
hranami s vrcholmi v2, . . . , vd1+1. Potom platí degG1

(v1) = d1, pre
i = 2, . . . , d1 + 1 je degG1

(vi) = degG2
(vi) + 1 = di − 1 + 1 = di a

pre ostatné i je degG1
(vi) = degG2

(vi) = di. Teda G1 má
postupnos´ stup¬ov vrcholov práve {di}n

i=1, £iºe táto postupnos´ je
grafová.
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Nech {di}n
i=1 je grafová postupnos´. Potom existuje graf

H = (V,E), V = {v1, . . . , vn} taký, ºe pre kaºdé i = 1, . . . , n je
degH(vi) = di. �alej rozlí²ime dva prípady.

V grafe H je vrchol v1 spojený s kaºdým vrcholom vi pre
i = 2, . . . , d1 + 1. Potom graf H − v1 má postupnos´ stup¬ov
vrcholov práve (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn),
teda táto postupnos´ je grafová.
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V grafe H existuje vrchol vi, 2 ≤ i ≤ d1 + 1, ktorý nie je
spojený hranou s v1. Ke¤ºe degH(v1) = d1, tak existuje vrchol
vj , d1 + 2 ≤ j ≤ n, ktorý je spojený hranou s v1. Pretoºe
j > i, existuje ¤alej vrchol vk susedný s vi, ale nesusedný s vj .
Z grafu H odoberme hrany v1vj , vivk a pridajme hrany
v1vi, vjvk. Tým vznikne graf H ′, ktorý má tú istú mnoºinu
vrcholov a tú istú postupnos´ stup¬ov vrcholov, ako graf H.
Av²ak, v grafe H ′ má vrchol v1 medzi vrcholmi v2, . . . , vd1+1

vä£²í po£et susedov, neº mal v grafe H. Ke¤ ¤alej
zopakujeme horeuvedenú analýzu prípadov pre H ′, tak po
kone£nom po£te krokov dostaneme graf sp¨¬ajúci prvý prípad.
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Príklad

Zistite, £i postupnos´ (6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 0, 0, 0) je grafová.

Pod©a Havlovej vety postupne dostávame

(6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 0, 0, 0) → (6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1) →

(5, 4, 3, 2, 2, 2, 3, 2, 1) → (5, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1) →

(3, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1) → (3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1) →

(1, 1, 1, 2, 1, 1, 1) → (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1) →

(0, 0, 1, 1, 1, 1) → (1, 1, 1, 1) → (0, 1, 1) → (1, 1) → (0).

Posledná postupnos´ je grafová (zodpovedá izolovanému vrcholu),
teda aj pôvodná postupnos´ je grafová.
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