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Sledy, ´ahy, cesty, kruºnice

De�nícia

Nech G = (V,E) je graf. Postupnos´ (v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk)
sa nazýva v0 − vk-sled v G, ak pre kaºdé i = 0, . . . , k je vi ∈ V a
pre kaºdé j = 1, . . . , k je ej = vj−1vj ∈ E. �íslo k sa nazýva d¨ºka
sledu. Sled sa nazýva uzavretý, ak v0 = vk, inak sa nazýva
otvorený.

De�nícia

Sled (v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk) sa nazýva ´ah, ak pre kaºdé
i, j = 1, . . . , k je ei 6= ej .

De�nícia

Sled (v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk) sa nazýva cesta, ak pre kaºdé
i, j = 0, . . . , k, i 6= j je vi 6= vj .

KOI
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De�nícia

Uzavretý ´ah (v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk), v ktorom vi 6= vj pre
kaºdé i, j = 1, . . . , k − 1, i 6= j sa nazýva kruºnica.

Príklad

(a,A, b,B, c, F, d, D, a) nie je
sled
(a,A, b,B, c, C, d, C, c, F, d,D, a)
je sled, ale nie je ´ah
(a,A, b,B, c, C, d, E, b,H, e) je
´ah, ale nie je cesta
(a,A, b,B, c, C, d) je cesta
(a,A, b,B, c, C, d, D, a) je
kruºnica

KOI
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De�nícia

Nech G = (V,E) je graf. Vrcholy u, v ∈ V súvisia, ak existuje
u− v-sled v G. Graf sa nazýva súvislý, ak ©ubovo©né dva vrcholy G
súvisia.

Lema

Relácia súvislosti vrcholov v grafe je reláciou ekvivalencie.

Dôkaz: Relácia súvislosti vrcholov je
re�exívna: kaºdý vrchol súvisí sám so sebou (ke¤ºe v je
v − v-sled d¨ºky 0)
symetrická: ak vrchol u súvisí s v, tak existuje u− v-sled
(u = v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk = v); potom
(vk, ek, vk−1, . . . , v1, e1, v0) je v − u-sled, teda v súvisí s u
tranzitívna: ak u súvisí s v a v súvisí s w, tak existuje
u− v-sled (u = v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk = v) a v − w-sled
(v = w0, f1, w1, . . . , wl−1, fl, wl = w); potom
(u = v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk, f1, w1, . . . , wl−1, fl, wl)
(zre´azenie uvedených sledov) je u− w-sled, teda u súvisí s w.

KOI
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Vzh©adom na reláciu súvislosti vrcholov v grafe G = (V,E) potom
dostávame rozklad mnoºiny V na disjunktné podmnoºiny
V1, . . . , Vk také, ºe pre v²etky i = 1, . . . , k sú indukované grafy
G[Vi] súvislé a pre i, j = 1, . . . , k, i 6= j ºiaden vrchol u ∈ Vi

nesúvisí so ºiadnym vrcholom v ∈ Vj . Grafy G[Vi] sa nazývajú
komponenty súvislosti grafu G.

KOI
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Ur£ovanie súvislosti vrcholov, h©adanie komponentov

Algoritmus na nájdenie komponentov súvislosti

VSTUP: graf G = (V, E)
VÝSTUP: pole komp
pre kaºdý (x ∈ V ) komp[x] := 0
i := 0
pre kaºdé (v ∈ V ) opakuj

ak (komp[v] = 0) tak
i := i + 1
/* BFS pre vrchol v*/
v → RAD
komp[v] := i
pokia© (RAD 6= ∅) opakuj

RAD → u
pre kaºdý (x susedný s u) opakuj

ak (komp[x] = 0) tak
komp[x] := komp[u]
x → RAD

Po skon£ení algoritmu komp[x] udáva poradové £íslo komponentu
súvislosti G,ktorý obsahuje vrchol x.

KOI
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Veta

Nech G = (V,E) je graf, V = {V1, . . . , Vn} a A je matica
susednosti G. Pre k ≥ 1 poloºme A(k) = A(k−1) ·A. Potom

1 prvok a
(k)
i,j matice A(k) je rovný po£tu vi − vj sledov d¨ºky k v

G

2 a
(2)
i,i = deg(vi)

3 G je súvislý práve vtedy, ke¤ pre v²etky i, j = 1, . . . , n je
n−1∑
k=1

a
(k)
i,j 6= 0.

Dôkaz: 1) matematickou indukciou pod©a k.

1◦ : pre k = 1 tvrdenie vyplýva z de�nície matice A.
2◦ : Nech tvrdenie platí pre l = k − 1. Pre l = k z de�nície
násobenia matíc máme

KOI
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a(k) =
n∑

p=1

a
(k−1)
i,p · ap,j =

n∑
p=0

sp

S£ítanec sp udáva po£et vi − vj sledov d¨ºky k, ktorých posledná
hrana je vpvj . Ak vpvj 6∈ E, tak sp = 0. Ke¤ºe kaºdý vi − vj sled

d¨ºky aspo¬ 1 má nejakú poslednú hranu vpvj , tak
n∑

p=0
sp udáva

po£et v²etkých vi − vj sledov d¨ºky k.

2) Pod©a 1) je a(2) rovné po£tu vi − vj-sledov d¨ºky 2, £o je po£et
hrán incidentných s vi.

3) Ak G je súvislý, tak pre ©ubovo©né dva vrcholy vi, vj ∈ V
existuje vi − vj-sled, a teda aj vi − vj cesta d¨ºky d ≤ n− 1.

Potom pod©a 1) platí a
(d)
i,j 6= 0, teda

n−1∑
k=1

a
(k)
i,j 6= 0. Obrátene, ak

n−1∑
k=1

a
(k)
i,j 6= 0, tak existuje d také, ºe a

(d)
i,j 6= 0. To znamená, ºe

existuje aspo¬ jeden vi − vj-sled (d¨ºky d). To platí pre v²etky
i, j = 1, . . . , n, teda graf G je súvislý.

KOI
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a(k) =
n∑

p=1

a
(k−1)
i,p · ap,j =

n∑
p=0

sp
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i, j = 1, . . . , n, teda graf G je súvislý.

KOI



c©Tomá² Madaras 2007

Vzdialenos´ v grafoch

De�nícia

Nech G = (V,E) je graf a u, v ∈ V . Vzdialenos´ d(u, v) vrcholov
u, v je d¨ºka najkrat²ej u− v-cesty; ak u, v nesúvisia, tak
d(u, v) := +∞.

De�nícia

Nech G = (V,E) je graf, V = {v1, . . . , vn}. Matica vzdialeností
grafu G je ²tvorcová symetrická matica D = (di,j) rádu n taká, ºe
pre kaºdé i, j = 1, . . . , n je di,j = d(vi, vj).
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Veta

V kaºdom súvislom grafe G = (V,E) platí:
1 (∀u, v ∈ V ) d(u, v) ≥ 0, pri£om d(u, v) = 0 práve vtedy, ke¤

u = v

2 (∀u, v ∈ V ) d(u, v) = d(v, u)
3 (∀u, v, w ∈ V ) d(u, w) ≤ d(u, v) + d(v, w)

Dôkaz: Prvé dve tvrdenia vyplývajú priamo z de�nície; k tretiemu
tvrdeniu: ak P1 je nejaká najkrat²ia u− v-cesta d¨ºky l1 a P2

nejaká najkrat²ia v − w-cesta d¨ºky l2, tak postupnos´ P1P2 daná
ich zre´azením je u− w sled, teda najkrat²ia u− w-cesta má d¨ºku
najviac l1 + l2.
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Ur£ovanie vzdialeností vrcholov

Algoritmus pre vzdialenosti vrcholov od pevne zvoleného vrchola
(modi�kácia BFS)

VSTUP: graf G = (V, E), vrchol v ∈ V
VÝSTUP: pole dist

v → RAD
dist[v] := 0
pre kaºdý (x ∈ V ) dist[x] := +∞
pokia© (RAD 6= ∅) opakuj

RAD → u
pre kaºdý (x susedný s u) opakuj

ak (dist[x] = +∞) tak
dist[x] := dist[u] + 1
x → RAD

Po skon£ení algoritmu dist[x] udáva vzdialenos´ vrchola x od
vrchola v.
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Ak potrebujeme ur£i´ vzdialenosti medzi v²etkými dvojicami
vrcholov v grafe, môºeme pouºi´ predchádzajúci algoritmus pre
v²etky vrcholy grafu postupne, alebo vypo£íta´ maticu vzdialeností
v grafe pomocou Floyd-Warshallovho algoritmu.

Princíp: vychádzajúc z modi�kovanej matice susednosti (nuly mimo
hlavnej diagonály sa nahradia +∞), postupne sa vypo£ítajú matice

D(1), . . . , D(n) také, ºe d
(k)
i,j udáva d¨ºku takej najkrat²ej

vi − vj-cesty, ktorá obsahuje len (niektoré) vrcholy z mnoºiny
{v1, . . . , vk}. Potom platí:

d
(k)
i,j = min{d(k−1)

i,j , d
(k−1)
i,k + d

(k−1)
k,j }

(ak najkrat²ia vi − vj-cesta obsahujúca vrcholy z mnoºiny

{v1, . . . , vk} neprechádza cez vk, tak jej d¨ºka je rovná d
(k−1)
i,j ; inak

pozostáva z dvoch najkrat²ích ciest medzi v1 a vk resp. vk a vj ,

ktoré uº neprechádzajú cez vk a majú d¨ºky d
(k−1)
i,k resp. d

(k−1)
k,j .)

Výsledná matica vzdialeností D je rovná D(n).
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Algoritmus pre ur£enie v²etkých vzdialeností v grafe
(Floyd-Warshall)

VSTUP: graf G = (V, E) a jeho matica susednosti A
VÝSTUP: pole D

/* inicializácia */
pre (i = 1..|V |) opakuj

pre (j = 1..|V |) opakuj
ak (A[i, j] = 0) tak D[i, j] := +∞ inak D[i, j] := 1

pre (i = 1..|V |) opakuj
D[i, i] := 0

/* samotný algoritmus */
pre (k = 1..|V |) opakuj

pre (i = 1..|V |) opakuj
pre (j = 1..|V |) opakuj

ak (D[i, k] + D[k, j] < D[i, j]) tak

D[i, j] := D[i, k] + D[k, j]

Zloºitos´ algoritmu je O(n3), kde n je po£et vrcholov grafu.
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Príklad

D0 =



0 1 +∞ 1 1 1 +∞
1 0 1 +∞ 1 1 +∞

+∞ 1 0 1 1 +∞ +∞
1 +∞ 1 0 1 +∞ +∞
1 1 1 1 0 1 +∞
1 1 +∞ +∞ 1 0 1

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 1 0
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Príklad

D0 =



0 1 +∞ 1 1 1 +∞
1 0 1 +∞ 1 1 +∞

+∞ 1 0 1 1 +∞ +∞
1 +∞ 1 0 1 +∞ +∞
1 1 1 1 0 1 +∞
1 1 +∞ +∞ 1 0 1

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 1 0
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Príklad

D1 =



0 1 +∞ 1 1 1 +∞
1 0 1 2 1 1 +∞

+∞ 1 0 1 1 +∞ +∞
1 2 1 0 1 2 +∞
1 1 1 1 0 1 +∞
1 1 +∞ 2 1 0 1

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 1 0
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1 0 1 2 1 1 +∞
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Príklad

D6 =



0 1 2 1 1 1 2
1 0 1 2 1 1 2
2 1 0 1 1 2 3
1 2 1 0 1 2 3
1 1 1 1 0 1 2
1 1 2 2 1 0 1
2 2 3 3 2 1 0
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Príklad

D6 =



0 1 2 1 1 1 2
1 0 1 2 1 1 2
2 1 0 1 1 2 3
1 2 1 0 1 2 3
1 1 1 1 0 1 2
1 1 2 2 1 0 1
2 2 3 3 2 1 0
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Príklad

D = D7 =



0 1 2 1 1 1 2
1 0 1 2 1 1 2
2 1 0 1 1 2 3
1 2 1 0 1 2 3
1 1 1 1 0 1 2
1 1 2 2 1 0 1
2 2 3 3 2 1 0
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Vzdialenosti v ohodnotených grafoch

De�nícia

Nech G = (V,E, w) je ohodnotený graf a u, v ∈ V . D¨ºka
u− v-sledu S je w(S) =

∑
e∈E(S)

w(e) . Vzdialenos´ d(u, v) vrcholov

u, v je d¨ºka najkrat²ej u− v-cesty; ak u, v nesúvisia, tak
d(u, v) := +∞.

De�nícia

Kruºnica C v ohodnotenom grafe G = (V,E, w) sa nazýva
záporná, ak w(C) < 0.

Lema (trojuholníková nerovnos´)

Ak v ohodnotenom grafe G = (V,E, w) neexistuje záporná
kruºnica, tak pre kaºdé u, v, w ∈ V platí

d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v).
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Dôkaz: Sta£í uvaºova´ prípad d(u, w) < +∞, d(v, w) < +∞.
Nech P1 resp. P2 je najkrat²ia u− v- resp. v, w-cesta v G.
Zre´azenie ciest P1P2 je u− w-sled, ktorý je bu¤ u− w-cesta,
alebo z neho moºno získa´ u− w-cestu postupným vynechávaním
kruºníc (t.j. vynechávaním minimálnych podpostupností medzi
opakujúcimi sa výskytmi vrcholov v P1P2). Ke¤ºe G neobsahuje
záporné kruºnice, tak d¨ºka takto získanej cesty je najviac
d(u, v) + d(v, w) a aspo¬ d(u, w).
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Upozornenie

Ak v ohodnotenom (orientovanom) grafe G = (V,E, w) existuje
záporná kruºnica, tak medzi niektorými dvoma vrcholmi u, v
nemusí existova´ najkrat²í u− v-sled, hoci v ¬om existuje
najkrat²ia u− v-cesta:

Záporné kruºnice tieº spôsobujú zlyhanie beºných algoritmov pre
h©adanie najkrat²ích ciest v ohodnotených grafoch. Budeme preto
¤alej predpoklada´, ºe ohodnotenie hrán w je nezáporné.
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Ur£ovanie vzdialeností vrcholov v ohodnotených grafoch

Algoritmus pre vzdialenos´ dvoch vrcholov (Dijkstra)

VSTUP: graf G = (V, E), vrcholy u, v
VÝSTUP: polia dist, pred

pre kaºdý (x ∈ V ) opakuj
dist[x] := +∞
pred[x] := ∅
ozna£(x, ∅)

dist[u] := 0
opakuj

vyber neozna£ený x s minimálnym dist[x]
ozna£(x)
x → r
ak (r = v) tak KONIEC inak

pre kaºdé (ry ∈ E : neozna£ený(y)) opakuj
ak (dist[y] > dist[r] + w(ry)) tak

dist[y] := dist[r] + w(rj)
pred[y] := r
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Po skon£ení algoritmu sú v poli dist uloºené vzdialenosti vrcholov
od u; pred[x] je vrchol, ktorý je predchodcom x na najkrat²ej
u− x-ceste.

Zloºitos´ algoritmu je O(n2 + m) @ O(n2).
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