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Farbenia grafov

Definicia
Nech G = (V, E) je graf. k-farbenie grafu G je zobrazenie

c: V. —{1,...,k}. Farbenie c sa nazyva regularne, ak pre kazdi
hranu e € E, e = uv plati c(u) # c(v).

Definicia

Chromatické Cislo x(G) grafu G je minimalne Cislo k také, ze
existuje regularne k-farbenie G.
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Chromatické ¢islo znazorneného grafu je 4:

zelena alebo modra

nutna stvrta farba
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Lema

X(G) =1 prave vtedy, ked’ G je nulovy graf.

Nech C,, je kruznica dlzky n. Potom x(C,,) = 2 pre n pérne a
X(Cy) = 3 pre n neparne.

Ak H C G, tak x(H) < x(G).

Q
O
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Nech G je sivisly graf. Potom x(G) = 2 prave vtedy, ked G
neobsahuje kruznicu neparnej dizky.

Dékaz: Ak x(G) < 2 a graf G by obsahoval kruznicu C' nepérnej
dizky, tak x(C) =3 < x(G) < 2, o je spor.

Obrétene, predpokladajme, ze G nie je nulovy a neobsahuje
kruznicu neparnej dlzky. Nech 2 € V(G) je lubovolny vrchol G.
Definujme mnoziny

B={yeV(Q): d(z,y) je parna }
W ={y e V(G): d(z,y) je neparna }

(poznamenajme, ze = € B). Ukazeme, ze graf G je bipartitny a
jeho biparticie st prave mnoziny B, W (z toho vyplyva x(G) = 2).
Sporom - nech existuje hrana F € E,e = uv taka, ze u aj v sa bud
z B, alebo z W; predpokladajme, ze u,v € B (druhy pripad sa
dokaze analogicky).

Kol
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Nech P; je najkratSia x — u-cesta a nech P, je najkratSia

x — v-cesta v G. Nech z je posledny spolo¢ny vrchol Py, P», ktory
je rozny od wu; potom takisto z # v, inak by d(x,u),d(z,v) mali
réznu paritu a teda by neplatilo u,v € B. Potom plati, ze

z — u-cesta P| a z — v-cesta P, ktoré st sucastou P; resp. P,
maja dlzky rovnakej parity. Tieto cesty vak spolu s hranou uw
vytvaraja kruznicu neparnej dizky, ¢o je spor.



(© Tomas Madaras 2008

Veta
Pre kazdy graf G plati x(G) < A(G) + 1.

Dékaz: aplnou matematickou indukciou podla po&tu vrcholov
grafu. Nech G je graf s n vrcholmi a nech veta plati pre vsetky
grafy s menej ako n vrcholmi. Nech x je vrchol maximalneho
stupna v G. Graf G’ = G — x ma menej vrcholov ako G, teda podla
indukéného predpokladu plati x(G') < A(G")+1 < A(G) +1

(G’ C G, teda A(G') < A(QR)). Teda existuje regularne

(A(G) + 1)-farbenie grafu G’. Toto farbenie mozno rozsirit na
(A(G) + 1)-farbenie celého grafu G tym, Ze vrcholu x priradime ti
farbu z mnoziny {1,...,A(G) + 1}, ktora je rézna od farieb
vrcholov, ktoré susedia s v G (kedze k dispozicii je o jednu viacej
farieb, ako je susedov x, takd farbu mozno vzdy zvolit).

Veta (Brooks 1941)

Ak G nie je kompletny graf ani kruznica neparnej dizky, tak
X(G) < A(G).

Kol
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Veta
Pre kazdy planarny graf G plati x(G) < 6.

Dékaz: aplnou matematickou indukciou podla po&tu vrcholov
grafu.

Nech G je planarny graf s n vrcholmi a nech veta plati pre vsetky
planarne grafy s menej ako n vrcholmi. Potom G obsahuje vrchol x
stupna najviac 5. Graf G’ = G — z je planarny a ma menej vrcholov
ako G, teda podla indukéného predpokladu plati x(G’) < 6. Teda
existuje regularne 6-farbenie grafu G’. Toto farbenie mozno rozsirit
na 6-farbenie celého grafu G tym, ze vrcholu = priradime ta farbu z
mnoziny {1,...,6}, ktora je rozna od farieb vrcholov, ktoré susedia
sz v G (kedze k dispozicii je o jednu viacej farieb, ako je
maximalny pocet susedov z, takd farbu mozno vzdy zvolit).
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Veta (Heawood)
Pre kazdy planarny graf G plati x(G) < 5.

Dékaz: aplnou matematickou indukciou podla po&tu vrcholov
grafu.

Nech G je planarny graf s n vrcholmi a nech veta plati pre vietky
planarne grafy s menej ako n vrcholmi. Potom G obsahuje vrchol x
stupia najviac 5. Uvazujme rovinné nakreslenie grafu G’ = G — =.
Toto nakreslenie ma menej vrcholov ako G, teda podla indukéného
predpokladu plati x(G’) < 5. Teda existuje regularne 5-farbenie
grafu G’. Ak stupen z je najviac 4, tak toto farbenie mozno rozsirit
na 5-farbenie celého grafu G tym, ze vrcholu = priradime ta farbu z
mnoziny {1,...,5}, ktora je rézna od farieb vrcholov, ktoré susedia
s x v G (kedze k dispozicii je o jednu viacej farieb, ako je
maximalny pocCet susedov z (4), taka farbu mozno vzdy zvolit).
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Predpokladajme teda, ze © ma stupen 5 a nech z1,...,x5 st jeho
susedia. Ak v 5-farbeni grafu G’ st na vrcholy x1, ..., x5 pouzité
najviac 4 farby, tak existuje volna farba na regularne dofarbenie
vrchola x, &im mozZno 5-farbenie G’ rozsirit na G. Nech teda
clx;))=iprei=1,...,5.

Nech V;,i=1,...,5 je mnozina vietkych vrcholov grafu G — «z,
ktoré si ofarbené farbou i, a nech G; ; je podgraf G — «
indukovany mnozinou V; U V;. Uvazujme graf G 3. Ak z1 a x3 sl
z roznych komponentov G 3, tak v komponente, ktory obsahuje
vrchol 3 mozno vymenit farby 1 a 3 na vrcholoch, ¢im dostaneme
5-farbenie grafu G — x také, ze susedia = su ofarbeni len 4 farbami
(teda mozno dofarbit x volnou piatou farbou). . Nech teda z1,x3
patria tomu istému komponentu G 3; to znamena, Ze existuje

x1 — w3-cesta taka, ze jej vrcholy maja striedavo farby 1 a 3.
Uvahu zopakujeme pre graf G4 a vrcholy z2, z4; preto mozno
predpokladat, Ze vrcholy x5, x4 patria tomu istému komponentu
grafu G 4.

Kol
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Teda existuje xo — x4-cesta taka, ze jej vrcholy maji striedavo
farby 2 a 4. Tato cesta spolu s vrcholom x tvori kruznicu Z v G
takd, ze x3 lezi v jej vnatrajsku a x1 lezi v jej vonkajsku:

Nakolko x1 a z3 st spojené cestou, na ktorej sa striedaji farby 1 a
3, niektora hrana tejto cesty musi pretinat niektord hranu kruznice
Z. To je vsak spor s tym, ze G je rovinny graf.
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Veta (Appel, Haken 1977)
Pre kazdy planarny graf G plati x(G) < 4.




