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Princíp inklúzie/exklúzie

Ak sú dve kone£né mnoºiny A,B disjunktné, tak pod©a pravidla
sú£tu platí

|A ∪B| = |A|+ |B|

Ak nie sú disjunktné, tak platí

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

(schematický dôkaz napr. pomocou Vennových diagramov)
Pre tri mnoºiny A,B, C máme vz´ah

|A∪B∪C| = |A|+|B|+|C|−|A∩B|−|B∩C|−|A∩C|+|A∩B∩C|
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Veta (princíp inklúzie/exklúzie)

Nech A1, . . . , Am sú kone£né mnoºiny. Potom∣∣∣∣∣
m⋃

i=0

Ai

∣∣∣∣∣ =
∑

I ⊆ {1, . . . , m}
I 6= ∅

(−1)|I|+1

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣
pri£om suma prebieha cez v²etky neprázdne podmnoºiny mnoºiny
{1, . . . ,m}.

Dôkaz: Uvaºujme ©ubovo©ný prvok x ∈
m⋃

i=1
Ai. Potom k po£tu

prvkov zjednotenia

∣∣∣∣ m⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣ tento prvok prispieva po£tom 1.

Spo£ítame, ko©ko tento prvok prispieva k sume na pravej strane
rovnosti.
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Nech x patrí práve j mnoºinám spomedzi A1, . . . , An, 1 ≤ j ≤ n;
bez ujmy na v²eobecnosti ich môºeme preindexova´ tak, aby x patril
práve mnoºinám A1, . . . , Aj . Prvok x sa teda objavuje v prieniku
kaºdej k-tice mnoºín z A1, . . . , Aj a v ºiadnych iných prienikoch;
teda x sa objavuje v

(
j
k

)
prienikoch k-tíc mnoºín z A1, . . . , Aj .

Prvok x teda na pravej strane prispieva po£tom

j −
(

j

2

)
+

(
j

3

)
− · · ·+ (−1)j+1

(
j

j

)
To je pod©a binomickej vety rovné 1 (=

(
j
0

)
), pretoºe

0 = (1− 1)n = −
(
j
0

)
+

(
j
1

)
−

(
j
2

)
+ · · ·+ (−1)j+1

(
j
j

)
.
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Interpretácia rovnosti z vety: ak je daná mnoºina S, ktorej prvky
môºu ma´ vlastnosti p1, . . . , pm a Ai ⊆ S obsahuje tie prvky S,
ktoré majú vlastnos´ pi, tak ©avá strana rovnosti udáva po£et
prvkov S, ktoré majú aspo¬ jednu z vlastností p1, . . . , pm. Na
pravej strane sa potom zapo£ítava (zoh©ad¬ujúc znamienko) po£et
prvkov, ktoré majú sú£asne nieko©ko vlastností.

Ozna£enie: X = S \X, kde X ⊆ S

Dôsledok

Nech je daná kone£ná mnoºina S a nech A1, . . . Am ⊆ S. Potom∣∣∣∣∣
m⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |S| −
∑

I ⊆ {1, . . . , m}
I 6= ∅

(−1)|I|+1

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣
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Interpretácia: ©avá strana rovnosti udáva po£et tých prvkov
mnoºiny S, ktoré nemajú ºiadnu z vlastností p1, . . . , pm.

Dôsledok

Nech je daná kone£ná mnoºina S a nech A1, . . . Am ⊆ S. Ak pre
kaºdé t ∈ {1, . . . m} a pre ©ubovo©nú mnoºinu I = {i1, . . . , it} ⊆
{1, . . . ,m} po£et prvkov

⋂
i∈I

Ai závisí len na t, tak

∣∣∣∣∣
m⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |S|+
m∑

i=1

(−1)i

(
m

i

) ∣∣∣∣∣∣
i⋂

j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣ .
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Príklad

Ko©ko kladných celých £ísel men²ích ako 10000 nie je delite©ných 4
ani 6 ani 10?

Nech p1 ozna£uje vlastnos´ "£íslo je delite©né 4", p2 vlastnos´ "£íslo
je delite©né 6" a p3 vlastnos´ "£íslo je delite©né 10". Potom
(pouºijúc predo²lé ozna£enia) |S| = 9999, |A1| =

⌊
9999

4

⌋
=

2499, |A2| =
⌊

9999
6

⌋
= 1666, |A3| =

⌊
9999
10

⌋
= 999. �alej je

|A1 ∩A2| =
⌊

9999
12

⌋
= 833 (£íslo je delite©né 4 a zárove¬ 6 práve

vtedy, ke¤ je delite©né 12), |A2 ∩A3| =
⌊

9999
30

⌋
= 333, |A1 ∩A3| =⌊

9999
20

⌋
= 499, |A1 ∩A2 ∩A3| =

⌊
9999
60

⌋
= 166. Pod©a princípu

inklúzie/exklúzie je potom po£et h©adaných £ísel rovný
|A1 ∩A2 ∩A3| =
9999− 2499− 1666− 999 + 833 + 499 + 333− 166 = 6334.
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De�nícia

�íslo i ∈ {1, . . . , n} je pevný bod permutácie
π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, ak π(i) = i.

Príklad

Ko©ko je n-prvkových permutácií, ktoré nemajú ºiaden pevný bod ?

Nech S je mnoºina v²etkých n-prvkových permutácií a nech pi pre
i ∈ {1, . . . , n} ozna£uje vlastnos´ "i je pevný bod permutácie".
Potom |A1| = |A2| = · · · = |An| = (n− 1)! (�xujeme jedno £íslo
ako pevný bod, zvy²ných n− 1 £ísel moºno na ich miestach
preusporiada´ (n− 1)! spôsobmi), pre v²etky i, j ∈ {1, . . . , n},
i 6= j je |Ai ∩Aj | = (n− 2)! (pre �xované dva pevné body i, j
moºno zvy²ných n− 2 £ísel na ich miestach usporiada´ (n− 2)!
spôsobmi).
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Príklad (pokr.)

Vo v²eobecnosti, pre kaºdé t = 1, . . . , n a pre kaºdú mnoºinu
indexov {i1, . . . , it} ⊆ {1, . . . , n} platí |Ai1 ∩ · · · ∩Ait | = (n− t)!.
Pod©a dôsledku princípu inklúzie/exklúzie potom dostávame, ºe
po£et n-prvkových permutácií bez pevného bodu je rovný

n!−
(

n

1

)
(n− 1)! +

(
n

2

)
(n− 2)!−

(
n

3

)
(n− 3)! + . . .

+(−1)t

(
n

t

)
(n− t)! + · · · = n!

(
1− 1

1!
+

1
2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!

)
Pre dostato£ne ve©ké n platí

n!
(

1− 1
1!

+
1
2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!

)
≈ n!

e
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De�nícia

Eulerova funkcia ϕ(n) prirodzeného £ísla n je po£et prirodzených
£ísel men²ích ako n, ktoré sú s n nesúdelite©né.

Príklad

Odvo¤te vz´ah pre ϕ(n).

Nech n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k je kanonický rozklad £ísla n. Potom £ísla,
ktoré sa nezapo£ítajú do hodnoty ϕ(n) sú práve tie £ísla men²ie
ako n, ktoré sú násobky niektorého pi.
Ozna£me Ai = {m ∈ {1, . . . , n} : pi|m}. Potom

ϕ(n) = n−
∣∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣.
�alej je |Ai| =

n

pi
, |Ai ∩Aj | =

n

pipj
a pre kaºdé t = 1, . . . , n a pre

kaºdú mnoºinu indexov {i1, . . . , it} ⊆ {1, . . . , n} platí

|Ai1 ∩ · · · ∩Ait | =
n

pi1 . . . pit

.
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Príklad (pokr.)

Pod©a princípu inklúzie/exklúzie potom platí

ϕ(n) = n−
k∑

i=1

n

pi
+

∑
1≤i<j≤n

n

pipj

− · · ·+ (−1)t
∑

1≤i1<···<it≤n

n

pi1 . . . pit

+ · · · = n

k∏
i=1

(
1− 1

pi

)
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