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Princíp matematickej indukcie

Uvaºujme sú£ty za prvých n sebou idúcich nepárnych £ísel. Platí:

1 = 1 = 12

1 + 3 = 4 = 22

1 + 3 + 5 = 9 = 32

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42

. . .

Z toho by sme mohli dedukova´, ºe

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2

? Ako dokáza´ platnos´ tohto vz´ahu ?
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De�nícia

Mnoºina N prirodzených £ísel je taká podmnoºina mnoºiny R, ktorá
sp¨¬a:

1 0 ∈ N
2 x ∈ N ⇒ x + 1 ∈ N
3 (∀A ⊆ R) ((0 ∈ A) ∧ (x ∈ A ⇒ x + 1 ∈ A)) ⇒ N ⊆ A

Podmienka 3) hovorí, ºe N je minimálna podmnoºina R sp¨¬ajúca
prvé dve podmienky.
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Veta (princíp matematickej indukcie )

Nech V (x) je výroková funkcia de�novaná na N, sp¨¬ajúca
nasledovné podmienky:

1 V (0) platí
2 V (k) ⇒ V (k + 1).

Potom V (x) platí pre v²etky x ∈ N.

Výrok V (0) sa nazýva základ indukcie, výrok V (k) z predpokladu
implikácie sa nazýva induk£ný predpoklad.
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Dôkaz: Nech A = {x ∈ N : V (x) platí }. Zrejme platí A ⊆ N.

Z predpokladov vety máme, ºe 0 ∈ A a ak x ∈ A, tak aj x + 1 ∈ A.

Na základe tretej vlastnosti z de�nície mnoºiny N potom musí
plati´ N ⊆ A.

Teda A = N, £iºe V (x) platí pre v²etky x ∈ N.
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Modi�kácia: základ indukcie môºe by´ aj rôzny od nuly:

Veta

Nech V (x) je výroková funkcia de�novaná pre x ∈ N, x ≥ k0,
sp¨¬ajúca nasledovné podmienky:

1 V (k0) platí
2 V (k) ⇒ V (k + 1).

Potom V (x) platí pre v²etky x ∈ N, x ≥ k0.
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Príklad

Dokáºte, ºe
n∑

i=1
i =

n(n + 1)
2

.

1◦ : tvrdenie platí pre n = 1 :
1∑

i=1
i = 1 =

1(1 + 1)
2

.

2◦ : nech tvrdenie platí pre n = k, t.j. nech
k∑

i=1
i =

k(k + 1)
2

.

Pre n = k + 1 dostávame

k+1∑
i=1

i =
k∑

i=1

i + (k + 1)
i.p.
=

k(k + 1)
2

+ k + 1 =

(k + 1)(k + 2)
2

=
n(n + 1)

2
,

teda tvrdenie platí aj pre n = k + 1.
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Veta (princíp úplnej indukcie )

Nech V (x) je výroková funkcia de�novaná na N, sp¨¬ajúca
podmienku:

(∀k < n) V (k)) ⇒ V (n)
Potom V (x) platí pre v²etky x ∈ N.

Dôkaz: Nech A = {x ∈ N : V (x) platí } a nech B = N \A.
Chceme ukáza´, ºe B = ∅.

Sporom: nech B 6= ∅. Potom (ke¤ºe B ⊆ N) B má najmen²í
prvok; ozna£me ho n.

Ke¤ºe n 6∈ A, tak platí ¬V (n). Av²ak, pre kaºdé m < n platí
V (m) (pretoºe m je men²ie ako najmen²í prvok B, a teda m 6∈ B).

Pod©a predpokladu vety potom dostávame, ºe V (n) platí, £o je
spor.
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Príklad

Dokáºte, ºe n priamok v rovine delí danú rovinu na najviac
n2 + n + 2

2
£astí.

Ozna£me dané priamky v rovine p1, . . . , pn. Ak budeme uvaºova´
n− 1 priamok p1, . . . , pn−1, tak pod©a induk£ného predpokladu
tieto priamky delia rovinu na najviac
(n− 1)2 + (n− 1) + 2

2
=

n2 − n + 2
2

£astí. Priamka pn má s

priamkami p1, . . . , pn−1 najviac n− 1 priese£níkov, ktoré ju
rozde©ujú na najviac n £astí (dve z nich sú polpriamky, ostatné
úse£ky). Kaºdá z týchto polpriamok resp. úse£iek rozde©uje £as´
roviny, v ktorej leºí, na dve nové £asti. Týmto spôsobom pribudne
najviac n £astí roviny; spolu teda priamky p1, . . . , pn delia rovinu na

najviac
n2 − n + 2

2
+ n =

n2 + n + 2
2

£astí.
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Dirichletov princíp

Typická formulácia ("holubníkový princíp"): ak sa v k holubníkoch
nachádza viac ako k holubov, tak v aspo¬ jednom holubníku sú
aspo¬ dva holuby.

Veta (Dirichletov princíp )

Nech A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bm} sú kone£né mnoºiny a
n > m. Potom neexistuje ºiadne prosté zobrazenie f : A → B.
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Dôkaz: Nech
S = {n ∈ N : (∃f) f : A

1−1→ B pre nejaké m < n}. Chceme
ukáza´, ºe S = ∅.

Sporom: nech S 6= ∅. Potom S má najmen²í prvok n0, t.j. n0 je
najmen²ie prirodzené £íslo, pre ktoré existuje prosté zobrazenie
g : A

1−1→ B pre nejakú mnoºinu A, |A| = n0 a pre nejaké m < n0.

Zrejme m > 1 (inak by bolo m = 1 a pre n0 > 1 = m by v²etky
zobrazenia z A do B boli kon²tantné, teda nie prosté).

Nech g(an0) = br, 1 ≤ r ≤ m.

Ak ºiaden z prvkov g(a1), . . . , g(an0−1) nie je rovný bm, tak
zobrazenie g′ : A \ {an0} → B \ {bm}, ktoré je zúºením zobrazenia
g na mnoºinu A \ {an0} je prosté (ke¤ºe zúºenie prostého
zobrazenia je samo prosté). To je v²ak v spore s de�níciou £ísla n0

(pretoºe |A \ {an0}| < n0).
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Dôkaz (pokr.): Teda existuje j, 1 ≤ j ≤ n0 − 1 také, ºe
g(aj) = bm. Ke¤ºe g je prosté, tak g(an0) 6= bm, £iºe r ≤ m− 1.

De�nujme zobrazenie h : A \ {an0} → B \ {bm} predpisom

h(aj) = br

h(ai) = g(ai) pre i 6= j

Platí, ºe h je prosté, to je v²ak spor s de�níciou £ísla n0.
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Modi�kácia: ak je viac ako m · n objektov rozdelených do n skupín,
tak v aspo¬ jednej skupine sa nachádza aspo¬ m + 1 objektov.

Príklad

Ukáºte, ºe spomedzi n celých £ísel moºno vºdy vybra´ nieko©ko
(moºno i jediné) tak, ºe ich sú£et je delite©ný n.

Nech uvaºované £ísla sú a1, a2, . . . , an. Uvaºujme sú£ty
a1, a1 + a2, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an.

Ak niektorý z nich je delite©ný n, tak tvrdenie platí. Inak sú zvy²ky
po ich delení £íslom n z mnoºiny {1, 2, . . . , n− 1}.

Z toho vyplýva, ºe existujú dva sú£ty a1 + · · ·+ ai, a1 + · · ·+ aj ,
ktoré po delení n dávajú rovnaký zvy²ok; BUNV nech j > i. Potom
rozdiel a1 + · · ·+ aj − (a1 + · · ·+ ai) = ai+1 + · · ·+ aj je delite©ný
n. Teda podmienkam úlohy vyhovuje £ísla ai+1, . . . , aj .
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Príklad

V desiatkovom zápise ©ubovo©ného racionálneho £ísla sa vºdy
vyskytuje opakujúca sa postupnos´ ci�er (pri£om tieto môºu by´
nuly).

Nech je dané racionálne £íslo
m

n
(bez ujmy na v²eobecnosti

kladné). Vyde©me "ru£ne" m £íslom n, pokia© nevy£erpáme v²etky
cifry m; týmto spôsobom dostaneme celú £as´ daného £ísla (pred
desatinnou £iarkou). �alej vykonajme n + 1 delení £íslom n (opä´
"ru£ne" postupným pripisovaním 0). Takto dostaneme n + 1
zvy²kov. Ke¤ºe roznych zvy²kov po delení n je práve n, pod©a
Dirichletovho princípu sa niektorý zvy²ok vyskytol dvakrát. Potom
postupnos´ zvy²kov, ktoré sa vyskytujú medzi týmito dvomi
opakujúcimi sa zvy²kami, sa pri ¤al²om delení stále opakuje.
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Príklad (Erdös, Szekeres, 1935)

Dokáºte, ºe kaºdá postupnos´ n2 + 1 reálnych £ísel vºdy obsahuje
rýdzomonotónnu (n + 1)-prvkovú vybranú postupnos´.

Nech £leny uvaºovanej postupnosti sú a1, a2, . . . , an2+1. Kaºdému
£lenu aj prira¤me usporiadanú dvojicu (rj , kj), kde rj je d¨ºka
najdlh²ej rastúcej vybranej postupnosti za£ínajúcej £lenom aj a kj

je d¨ºka najdlh²ej klesajúcej vybranej postupnosti za£ínajúcej aj .

Sporom: predpokladajme, ºe neexistuje vybraná rýdzomonotónna
(n + 1)-prvková postupnos´. Potom pre kaºdé j = 1, . . . , n2 + 1
platí rj ≤ n, kj ≤ n. Moºných usporiadaných dvojíc (rj , kj) je teda
n · n = n2. Pod©a Dirichletovho princípu teda dve z n2 + 1
existujúcich usporiadaných dvojíc musia by´ rovnaké, t.j. existujú
£ísla s, t ∈ {1, . . . , n2 + 1}, s < t také, ºe rs = rt a ks = kt.
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Príklad (pokr.)

Ak as < at, tak pridaním £lena as pred £leny rastúcej vybranej
podpostupnosti za£ínajúcej at získame rastúcu vybranú postupnos´
s rs + 1 £lenmi, £o je spor.

Ak as > at, tak rovnakým spôsobom dostaneme klesajúcu vybranú
postupnos´ s ks + 1 £lenmi, £o je opä´ spor.
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Príklad (BYTE Magazine 17 (6):45, June 1992)

Predstavitelia �rmy WEB Technologies tvrdili, ºe ich kompresný
program DataFiles/16 komprimuje v²etky typy súborov na cca
jednu ²estnástinu ich pôvodnej ve©kosti a ºe pre súbory ve©kosti
aspo¬ 64 kB je táto kompresia bezstratová.

Uvaºujme súbor d¨ºky 16n bitov. Takýchto súborov je 216n.

�ubovo©ný z týchto súborov sa má da´ skomprimova´ na súbor
d¨ºky najviac n bitov. Po£et rôznych súborov d¨ºky najviac n bitov
je 20 + 21 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1.

Pretoºe 2n+1 − 1 < 216n, pod©a Dirichletovho princípu musia
existova´ dva súbory d¨ºky 16n bitov, ktoré po skomprimovaní dajú
ten istý súbor. Teda kompresia nemôºe by´ bezstratová.

(¤al²ie informácie napr. na
http://www.faqs.org/faqs/compression-faq/part1/)

KOI


